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广义对角占优矩阵的一些性质

杨载朴
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,
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设 A ~ (a , )
. x 。

为玩阶复矩阵丈本文记为 A 任 c
· “ ·

)
,

记

a ,

一 习 I
a , *

I
,

j = 1
,

一
。

( 1 )

之
若 位

。
l> 。

,

,一 1
,

一 ,
·

则称 A
几

为 (按行 )严格对角占优矩阵
。

若 “ 一
专“

+ `
·

,为严格对角占

优矩阵
,

则称 A 为共扼 (严格 )对角占优矩 阵
。

关于各类对角占优矩阵特征值的分布
,

已在文

献了卯田中作了研究
,

本文在此基础上对范围更大的两类矩阵的特征值分布取得一些结果
,

并且

进` 步分析了一类矩阵的一些性质
。

一
·

二协 一
, ’

一
1 广义对角占优矩阵特征值的分布

定义 l 设 A ~ ( a j 。 )
. x .

任 C
” X ” ,

( n 李 z
,

下 同 )
,

若对任意 j
,

是 ( l 毛 j
,

差簇
n ; j笋 k )

,

均有

}a,, 自
,

!> 巧几
,

其中 巧
,

几 如 ( l) 式所示
,

则称 A 为广义对角占优矩阵
,

记为 A 任G D
。

显然
,

此定义是严格对角占优矩阵的定义的推广
,

此矩阵类与文 〔幻中所定义的准对角占优

矩阵类也互不包含、
-

失
·

本文中
,

A 的特征值的全体记为 沙( A ) ~ (久
, ,

…
,

几
。

}
。

,
、

’

定理 1 设 月 = (*ai )
. 义 `

任G D
,

且其对角线元素皆为实数
,

武 A ) ~ {义
, ,

.

…
,

凡 }
,

若勺 > o
,

j 一 1
,

…
, n ,

则 R e (瓜 ) > o
,

m ~ l
,

…
, n ;
若

a , , < o
,

j = l ,

…
, n ,

则 R e (弋 ) < o
,

m = l ,

…
, n 。

证 着 iaj > 0, j二 1, …
,

。 用反证法
。

设 又一 。 十 ib 为 诬的任一特征值
,

其中
。

铆
。

由矩阵

特征值的卵形定理甲
,
几必在 A 的某一个 卵形

0 , 一 义Z } IZ 一 aj
,

} }Z 一 ` *

}成 巧几 }

之中 (其中 j护k)
,

即

陈一 a , ,

日几一
a , `

}镇 。 , , *
( 2 )

西 aI 甲a, ,

卜 , 二
a

补
、 一 I。

,
卜因而 }几一 “

川 一 ! a( + bl’ )一 “ 、

俩
,

卜同理 }孟一 “司 ) la川
。

因此
,
林一 ajj 日久一

。 , *

} ) }约
少

! ’二 、 奋

说明此时 A 的特征值之实部皆为正
。

) }
a 一 a

万! )

一 aI 沪
、

}> 巧` 与 ( 2 )式矛盾
。

何理可证
,

若约
J < 0

,

j ~ l
,

…
,

川则 A 的特征值之实部皆失 负
、 .,.月.!

,

l.ee
刀J

、 、尹
【

橱 1
{
`一 2 2

飞A
:
= } 2 3

l

丫
~

百 ( 1十 i

0 2 3
.

1

a , ,
二 4

.

2
, a Z: = 3

, a 3 3
= 3

.

1 皆为正数
, 口 ,

= 3
, 。 2

= 4
, 。 。
一 2

,

所以 }
a : , a : 2

1)
。 1 0 2 ,

尸

{
a , ; a 3。

})
, l a 。 ,

}
“ Z

aaz
3

}>
。 2。 , ,

因此
,

A ,
任 G D

。

据定理 l
,

A ,

的特征值之实部 皆为正
。

而用文 ` ’ `

中的方法不能得
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此结论
。

因埃米特 ( H e r m it e )矩阵的特征值均为实数
,

所
一

以由定理 1 可得
:

推论 1 设 A ~ (内
;
)

. 火 二

为广义对角占优埃米特矩阵
,

若 ajj > 。
,

j ~ 1 ,

…
, n ,

则 A 为正定

型 ;
若心 < o

,

j ~ 1
,

…
, n ,

则 A 为负定型
。 ~

推论 2 设 B = (句
,
)
。 火 。

为广义对角占优实矩阵
,

且 乞, > 0 ,

j 二 1
,

…
, 。 ,

则 d et B > 仇

证 由定理 1 知
,

B 的特征值之实部皆为正
。

又因 B 为实矩阵
,

其虚特征值必成共扼对出

现
,

故可设 B 的特征值为
:

-

·

几
, ,

…
,

凡
; al 士 b l i ,

...
, 。 . 士 瓦`

其中
,

久
, ,

:
,

凡 ; a , ,

一
,

` 均为正数
,

l + Zm 二 n
_

。

`

l 碗 , . 渔 ;

d e t刀 一 IT 凡IT ( a ;

+ 乙* i ) ( a *
一 右

; i ) = 11 凡IT (
a 素+ 乙呈) > o

卜

证毕
。

j , 1 盖一丢 j留 1 去, 1

上述定义还可推广如下
:

定义 2 设 A一 (。 , )
, 又 .

任户
x · ,

若 A 可经一系列形如 K ( )j
,

告夕的变换 (即将第 j 行元素
` 八 `

认 “ 一
、 “ 声 产 月 X 月 、 U

’

似 “
`

切

~ 刁、 / J 产 M 声” ` “ 、 J 产 ’

K 乙
“ J

人~
、

即
一

, , 月
才 J ’ J / 目小

乘以 K
,

再将第

时有下列结果
:

, 列元素乘以贵
)化为广义对角占优矩阵

,
贝“称 , 为广义准对角占优矩阵

,

此

定理 a1 设 A 一 ( a
户

. K .

为广义准对角占优矩阵
,

且对角线元素皆为实数
,

武 A ) = (人

凡 }
,

若
a j ,> 0 ,

j ~ l
,

…
, n ,

则 R e (弋 ) ) o ,

m = 1 ,

…
, n ;
若

a , , ( o ,

j一 l
, ·

… , n ,

则 R e (弋 ) ( o ,

, -

…
, n

fd
, _

1
,

} d
,

v {

证 由定义 2 ,

存在非异对角矩阵 D 一 1
.

` .

1使 D A D
一 `
一 B 为广义对角占优

L v d
。

」
矩阵

,

显然
,

A 与 B 特征值相同
,

对角线元素亦相同
,

由定理 1 知
,

若 a,i > o
,

j ~ 1
,

…
, n ,

则 B 的

特征值 (亦为 A 的特征值 )之实部 皆为正
,

若 勺 < o ,

j一 l
,

…
, 。 ,

则 A 的特征值之实部皆为负
. ,

2 广义共辘对角占优矩阵特征值的分布

定义 3 设 A一 ( a , )
。 、 .

。 。 二 ,

若通一粤( A 十 A
·

)为广义对角占优矩阵
,

则称 A 为广义共
` 八 。

认 “
、 ` ” 产 月 入 . 、 ~

’ `

目 “ 2
”

一
`

一
`

/ 谈 ` z 、 ` ’ J 尸 “ ~
“ .

’

~ ”
’ 产 ’ 刁 ’ 心

一 “ “
、 ` 、

扼对角占优矩阵
,

记为 A 任 cG
,

其中 A
’

表示 A 的共辘转置矩阵
。

显然
,

入的对角线元素皆为实数
。

定理 2 设 A 一 ( a J* )
· 又 ·

任 G C
, ` ( A ) 一 {几

; ,

一再}
,

若 R e ( a 、 ) > o
,

j ~ 1
,

一
n ,

则 R e (` ) >

0
,

m ~ l
,

…
, n ;
若 R e ( a J , ) < 0

,

j 一 1
,

…
, n ,

则 R e (又
。

) < o
,

m = 1 ,

…
, n 。

证 记 且一会( A 十 A
·

) 一 (自
*
)

, . 、 二 ,

其特征值记为 久
, ,

…
,

凡
,

因 A 为广义共扼对角占优矩
~

r

目 一 2
`

一
’

一

”
一严

` ’ ` ~
’

`

”
`

一一一华
`

一

”
一

’

一
`

一
’

一
`

’

一
’ -

一
阵

,

又 因 “ 一 “
· ,

由定义 3 ,

“ 为广义对角占优埃米特矩阵
,

且 : 。 一

音
( a 、 十 ; 、 )一 R e `。 。 )

,

由推

论 1
,

若 反, ,

~ R e (a
J ,

) > 0
,

j 一 l
,

一
, 。 ,

则 又
, ,

…
,

凡皆为正数
,

又因对 A 的任` 特征值 弋
,

有文
L3 〕

」
,

、

( P Z l l )
,

11飞 In

l毛 J蕊 四

(又
, ) 镇 R e (弋 ) 簇 m a x (礼)

l成 j蕊 ,l
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因此
,

R e (心 ) > 0
.

由 凡 的任意性知 R e (瓜 ) > o
,

m 一 1…
, n 。

同理可证
,

若 R e (a 。 ) < 。 ,

;
一 l

,

…
, 。 ,

则 R e ( ` ) < 。 ,

m 一 :
,

…
, 。 .

俄 2
卜

4 + 2 1

1一 i

一

0

3 一 i

3 一 i

2 ~ 泣

0

2 一 i

5 十 3 1

A犷

4 一 2 1

3 十 公

0

1 十 i

3 + i

2十 i

0

2 + i

5 ~ 3 1

*

「4 “ “

A
: ` 12 冬 2

0 公 5

因通
: 任 G D

,

从而 A :
e GC

,

又因 A
:

的对角线元素之实部皆为正
,

因而 A
:

。

的特征值之实部皆为

正 (此时
,

A
:
的特征值亦均为正 )

,

而用文川中的方法不能得此结果
.

由于 A 了
和 A 的特征值相同

,

因而本文 1
、

2 中的结果对列局样成立
。

另外
,

用上面之结果

于 iA 可得到难的特征值虚部的相应估计
· 几

3 一些其它性质
厂

因广义对角占优矩阵是严格对角占优矩阵的推广
,

所以下列结果对严格对角占优矩阵亦

成立
。

定返 3 设 A = ( a
, )

. 又 二

e G D
,

若 D 一 id a g A
,

c 一 A 一 D
,

B = D
一 `

c 汉哆(P B ) < 1
,

其中 (P B )

为 B 的谱半径 (即 B 的特征值模的最大值 )
。

证 首先注意到
,

由定叉 1 知
,

对任意 j
,

k( 1 ( j
, k镇 , ; j并劫

,

aI ,aj
**

}> 内。 ) 0
,

因此 。 、 护

a 五
1

a
,

O

a
rles.
.
.
...welfl胜̀份̀es气

。
,

j一 1
,

…
, n ,

而 D 一 id ag A -
l a 舀l

因而 D
一 `
一 } 存在

。

“ 1 2

0

口 , 2

…:: :;{一
_ l 。

0 」

介alzù蜘
厂t弓1

1
.

es
`

`力。

一A一一C

所以 内 (B ) =

j护 k )
,

使

巧 ( A )

}
a 。

}
,

j 一 1
,

…
, 、 设 几为 刀 的任一特征值

,

由卵形定理知
,

必有 j
,

k (1 簇 j
,

滩簇。 。

眯一 。 } 1久一 0 } 《 a , ( B )几 (B ) = 军蒸)
.

! a川

口 .
( A )

!
a ` .

{
< 1

即 I之 I
’

< 1 ,

因而 l几! < 1
。

由 又的任意性知 户( B ) < 1
,

证毕
。

定理 4 设 A一 a( , ;

)n
义 。

为厂义对角占优实矩阵
,

且 iaj > o
,

j ~ 1
,

…
, n ,

则

件
`

( l) A 的所有主子式皆为正
,

特别地滋韵所有顺序主子式皆为正
。

(2 ) A 几
一 ’

存在
,

且布
`

对角线元素皆为正
。

证 ( l) 任取 A 的一个 k 阶主子式
,

若 k ~ 1
,

结论显然正确
,

今设 2簇 k镇
, , ,

对应的矩阵为
:

(下转第 1 1 5页 )
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=

一黑瑞
+ ( K 一 ` ,

( }{篆
,

f `X ,` X

}
+

}1犷
f ` X ,` X

l)

训 }库“ 二 ,

叫州广 f(
二 )
叫 )

,
. ,

.

门
.

1 )
.

_

2 1
.

1 )

侧叭 十 (乎 十 了 ) 十
乙

(乎 十 了 )十
’
”

+ (K 一 ` ,

(了甚
万了 +

剑
十

川声
+

剑

纵
+ 2

(去
+

奋
+

奋
+ … +

剑

。
十 2

具声
一 、 +

誓
一 M

M为确定的正的常数
。

综合 l( )
、

(2 ) 得对于任意常数 。 > 。 ,

积分仁
g x( ) f(

二 ) 一定存在有界
,

定理必要性得证
。
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一一夕 1 a *j, 卜
. ” a今红

阵|队l|
|aI

ó

一一D

其中 1( lj <儿 <
·

,.’ <五簇 ” ·

因刀 的第 m行是由 A 的第九 行去掉若干非对角线元素而得到
,

因此 ` ( A ) ) ` (D )
,
二 = 1

,

…
,

k
。

所以对任意 P
,

二 (1 成 P, , ( k ; P护。 )
,

有

}
a j ,

俨` , .

! > 气 ( A )气 ( A ) )
d 户 ( D )` ( D )

因而 D 为广义对角占优实矩阵
,

又因 D 的对角线元素 (亦为 A 的对角线元素 ) 皆为正
,

由推论

2
,

d e t D > O
。

rA
I :

〕
l 关 !

(

h)zt
于 det 、

。 ,

所以 、
!

存在
,

且 A

一忐…
”

..22
.

1
,

其中 ijA沁
的元

l 关 }

L A
。 。

j

素
a 、
的代数余子式

,

由 ( l) 显然有 A 。 > O ,

j 一 1, …
, n ,

而 d et A > 0 ,

从而 A
一 ’

对角线元素皆为

正
。
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