
第 另卷第 3期
1 9 9 5 年 1 0月

J o u r n。 : 。 ,

冬舞玉器粼袋靡蒸得
e c h n o lo g y V o l

.

8

o e t
.

N o
.

3

19 9 5

无穷级数收敛性的狄利克雷判别
.

定理条件的必要性
l

祁正涛
(盐城工业专科学校

,

盐城 `22 4。。3)

在无穷级数与无穷积分的收敛性判别定理 中
,

狄利克雷 ( iD ir hc l e t )判别法占有相当重要

的地位
。

对此判别定理中所设条件的充分性在大多数数学分析教材中都作了论证
.

然而该定

理中条件是否必要呢 ? 本文对此提出一点看法
,

并就在常数项级数
,

函数项级数及无穷积分中

狄利克雷定理条件的必要性作出论证
。

1 常数项级数中狄利克雷定理

原定理的内容是
:

如果级数名
a .

的部分和有界
,

而数列 b
.

是单调减少且 l im瓦 一 。 ,

则级数
月~ 1 . 4 .

名` b
。

收敛
。

定理中两个条件
:

①公 a 。

部分和有界
; ②数列 瓦单调减少且 il m b

一
。 ,

不仅是充分的而且

也是必要的
,

即有如下定理
。

定理 1 常数项级数习
“ 。

收敛的充分且必要条件是
:

存在分解式
u

一 入 b
.

使得级数习.a
月 ” 1 月居 l

的部分和有界
,

数列 b
.

单调减少且 h m b
二

~ O
。

证 充分性 见数学分析教材
,

本文不再重复
。

必要性 设级数兄
“ 。

收敛
,

则对任意正数
。 ,

必存在正整数 N
,

使得当 K > N 时
,

有

沙
·
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`
成立

。

那么
,

对于
￡ =

、

i 一 ’
i( 为正整数 )

,

必存在正整数 N
`
(N

`

> N
`一 、

)
,

使得
:
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,
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} < i 一 3 ,
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,

3, … )

} l
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一气
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亡+ 1

( i = 1
,

2
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3
,

…
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= 华
, , 一

, = l
,

2
,

3…
仇

则 气 一 气` 而且数列 ”
·

是单调减少的
,

{咬瓦
一 “

。

下面证明级数
叠
二 即级数

叠瓮
的部分和有界

,

为此记 A 凡 一

叠会
,

即证 A
·

有界
·
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,
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A
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为某确定常数
,

故 A
.

有界
。

卿肖 元> 万
l

时
,
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名
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名
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综合 ( 1 )
、

(2 ) 得级数习
a ,

的前
n
项和 A

。

有界
。

于是定理 l 的必要性得证
。

2
`

函教项级数中狄利克留定理

类似地关于函数项级数中判别收敛性的狄利克雷定理可以改述为如下定理
。

定理 “ 函数项级数属
“ ·

“ ’ 在区间 a[
· “〕上一致收敛的充分必要条件是

:
存在分解式

。 .

( x ) = a .

(x ) b
.

( x )
,

使得函数项级数名
a .

( x ) 部分和在区间〔a, 习 上 ~ 致有界
,

且函数序列

b
.

( x ) 对一切 x 任 a[
,

习 是单调减少且一致趋近于零
。

证 充分性 可参见有关教材
。

必要性 设习
“ .

(x ) 在〔a ,

习 上一致收敛
,

那么
,

对于任意正数
。 ,

必存在正整数

N (是与 ` 无关的 ’ ,

使得当 K > N 时
,

对一切 ` e a[
,

”〕都有 }旦
叭“ , } <

`
成立

。

于 是
,
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`
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,

N
、
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时
,
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当 x 任 I 时

当 x 任 〔a ,

b ] 且 x 百 I 时

作函数序列
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< n
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, n 一 1
,
2

,
3

,

…

则
“ .

(x ) ~ a 二 (x )氏( x )
,

且 b
,

( x ) 对一切 x 任 〔a ,

习 是单调减少的
,

且在肠
,

司上一致趋近于

零
。

以下证明习
a ,

( x ) 的部分和在〔a ,

习上是一致有界
。

令 八
。

( x ) = 习
a `

(x )
( x )二 全禁裂

亩舀 1 0八工产

( ` , 当
” 镇从 时

,

入 x( , 一

翁郭
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,

所以

. ,
.

(X ) }、

翁睿
}
· `

(X ) . 、

翁里
}
· `

( X ) }、 1

则 A
。

( x ) 是一致有界
。

(2 ) 当
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,

时
,

必存在正整数 K
,

满足 N
K

< n 成 N +K
, ,

这时
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综合 ( 1 )
、

( 2) 得习
a 二

(x ) 的部分和 A
,

(x ) 在沙
,

月 上是一致有界的
。

从而定理 2的必要性得证
。
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3无穷积分中狄利克雷定理

无穷积分中有关收敛性的判别法狄利克雷定理同样可以改作为如下定理
。

定理 3无穷积分犷
一 f(二 d )二 收敛的充分必要条件是

:

存在分解式 f( 二 )一 ;( 二 ) *( 二 )
,

使

得函数 抓二 , 在 a[
,

+ co) 上单调减少且
二

1悠“ 士 , 一 。 ,

对于任意常数 “ ( “ > 。 , 积分伽 (` , dx

存在且有界
。

现对此定理的必要性部分证明如下
。

证 设犷
一 f (二 ) d二 收敛

,

则对任意正数
。 ,

必存在正数 B
,

使得当

{{广
一 , (X , dX

I
< ·

b > B 时 ( B > a )
,

有

成立
。

那么
,

对于 e 一 i一 ’ ,

必存在正数 B `
( B

`

> a
且 B `

) 及
一 : ,

使得 当 b > B
、

时
,

有

{犷
一 f ( X ) d X

卜告
,

“ 一 ` ,

2
,

3 ,

… ,

令 / X ) 一

{
1 当 a 镇 x 镇 B

;

时

l
、 , ,

, , , n

了 兰 场 夭 x 、 玖~
`
一 1 , 乙

,

击
’ “ 盯

g ( x ) ~
f ( x )

抓 x )
( a 镇 x <

一

+ co )

则 f ( x ) 二 抓 x ) g ( x ) 且 恻 x ) 在压
, 一

t
一

。 ) 上是单调减少的
,

且 h m 抓x) 一 。
。

下面证明积分仁
g (x ) d二关于 “ 是有界的

。

对于任意常数 b > a ,

因为 f x( ) 在〔a ,

习 上可积
,

则 }f x( l) 在 a[
,

妇 也可积
。

`1 ) 当 ” 簇 B
,

时
,

:J
g (二 ) dx 一仁f(

二 )
dx, 故仁

g (二 ) d二 存在
。

{丁:
g (X ) d x

}( 仁If ( X , }d X 镇 {丁” f `x , l“ x 一 从

M
;

是一确定常数
。

那么仁
g (二 ) d二 有界

。

(2 ) 当 b > 召
,

时
,

一定存在正整数 K
,

使得 B
K

< b 镇 B。
, ,

这时
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.
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。
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综合 l( )
、

(2 ) 得对于任意常数 。 > 。 ,

积分仁
g x( ) f(

二 ) 一定存在有界
,

定理必要性得证
。
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其中 1( lj <儿 <
·

,.’ <五簇 ” ·

因刀 的第 m行是由 A 的第九 行去掉若干非对角线元素而得到
,

因此 ` ( A ) ) ` (D )
,
二 = 1

,

…
,

k
。

所以对任意 P
,

二 (1 成 P, , ( k ; P护。 )
,

有

}
a j ,

俨` , .

! > 气 ( A )气 ( A ) )
d 户 ( D )` ( D )

因而 D 为广义对角占优实矩阵
,

又因 D 的对角线元素 (亦为 A 的对角线元素 ) 皆为正
,

由推论

2
,

d e tD > O
。

rA
I :

〕
l 关 !

(

h)zt
于 det 、

。 ,

所以 、
!

存在
,

且 A

一忐…
”

..22
.

1
,

其中 ijA沁
的元

l 关 }

L A
。 。

j

素
a 、
的代数余子式

,

由 ( l) 显然有 A 。 > O ,

j 一 1, …
, n ,

而 d et A > 0 ,

从而 A
一 ’

对角线元素皆为

正
。
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