
第 9卷
_

第 4期
l , , 6 牛 1 2 ) 1 铡

_

丁
一

茫赎学报
` 甲

l七 ` I七 ` l只 1 1皿5 1 1̀ u I U (少 1 1 e c n n ( ) i ( J只v

V o
l

.

9 N o
.

4

夏头〕 c
.

1 9 9 6

T I
J

一子群的正规 T L 一子群
`

曾祥中

(盐城教育学院
,

盐城
,
2 2 4 0 0 2 )

摘 要 利用一般的完备 B r o u w e r 格 L 及 L 上的无穷 V 一分配 t 一模定义 T L 一子群的正规

T L一 子群
,

讨论 一些基本性质
,

并研 究由 T L 一子集生成的 T L 一子群的正规 T L 一子群
。

关键词 群
`
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引 言

R o s e n f e ld 〔’ ]首先引入模糊子群的概念
,

A ; , t h o n y 和 S h e r w o o d [2 ]利用〔o
,

l 〕上一般的 t 一模

取代特殊的 t 一模
“

极小
”
重新定义此概念

。

其后
,

吴望名 s[] 引入
`

r 一模糊子群的正规 T 一模糊

子群的概念
,

并深入研究它们的性质
。

利用完备 Br
o u w e r

格 L 上一般的无穷 V 一分配 t 一模 T
,

于延栋和王住登定义了 T L 一子

代数
〔`

·
S J

,

T L 一子群和 n 一 T L 一子群川
。

本文利用文献 [ 3一 6」提供的基本思想
,

引入 IT
J

一子

群的正规 T L 一子群的概念
,

讨论他们的一些性质
,

并研究由 T L一子集生成的 T L 一子群的正

规 T L 一子群
。

关于 t 一模和 L一子集的有关概念与符号均沿用 [ 4
,

5〕
。

本文 中
,

如无特别声明
,

L 表示任意给定 的一个 以 1 为最大元
,

以 0 为最小元 的完备

B or u w e r 格 ; T 表示 L 上任意给定的无穷 V 一分配 t 一模
; G 表示任意给定的群

,

其单位元记做
尸 。

此外
,

N 表示自然数集
。

1 T L 一子群与正规 T L 一子群

为便于参考
,

首先我们引出 T L 一子群和正规 T L 一子群的有关定义和结论
。

定义 1
.

1川 设 产任 L
` ,

若 产满足条件
:

( G
,
) 产 ( e ) 一 l

,

( G
Z
) 产 ( x

一 ’
) 二) 产 ( x ) V x 任 G

,

( G
3
)
二 产 ( x 夕 ) ) 产 ( x )了

’

产 (夕 ) V x
,

少 任 G
,

则称 产 为群 G 的 T L 一子群
。

当 T ~ A时
,

群 G 的 T L一子群又称为 G 的 L 一子群
。

群 G 的全体 T L一子群和全体 L 一子群分别组成的集合依次记做 T L ( G )和 L ( G )
。

当 L -

巨。
,

1〕时
,

群 G 的 T L 一子群和 L一子群又分别称为 G 的 T 一模糊子群和模糊子群
。

定义 1
.

e2[ ] 设 产〔 T L ( G )
。

若 群 是 A be l L一子集
,

即
:

川xy ) = 风 y x)
,

V x
,

y ` G
,

则称 产

为群 G 的正规 T L 一子群
。

当 T ~ A时
,

群 G 的正规 T L 一子群又称为 G 的正规 L一子群
。

收稿 H期
:
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群 G 的全体正规
`

r L一子群和全体正规 l 一子群
,

分别组成的集合依次记为 N T L ( G ) 和

N L ( G )
。

此外
,

当 L 二「o
,

1」时
,

正规 T L 一 子群和正规 L 一子群又称为正规 T 一模糊子群和正

规模糊子群
。

定理 `
·

`仁“ 〕 设 了是任意非空指标集
八

那么
,

产任 7
’

L ( G ), `任了=>
,

么片任了艺 ( G )o

给定 声任厂
了。

易见
:
八 {川产簇 。 , 。 e 了讥 (G 川是 ` 的包含 产 的最小 T L 一子群

。

我们将这个

T L 一子群称为由 L 一子集 召 生成的 T I
J

一 子群
,

记为 < 产>
二 。

特别地
,

当 ,I’ 一 八时
,

< 声>
:

称为

由 L 一子集 产 生成的 L 一子群
,

记为 < 尸 )

定理 1
.

沙」 设 产任刀
; ,

那么

< 产 >
二
= l { 。 ,

V ( V (产 V 产 ’ )川 了
一

,
) 一 V ( 1 (, } V (产 V 产一 ’

) )
月 ` T ,

T L一子群的正规 T L 一子群

定义 2
.

1 设 产
, u 任了 ,L ( G )

。

如果 产成 。 且

产 ( x夕 x ’
) 笋 产 (夕 )了

一

(叮
’

口 )咬二 )
,

V x
,

夕 任 G (
,
)

那么
,

称 产 为 T L 一子群 u 的正规 T I
J

一子群
。

当 ,1
’

一 八时
,

T L 一子群
u
的正规 T I

J

一子群又称

为 L 一子群
。
的正规 L 一子群

。

注
:

当 T 一 八时
,

不等式 ( , )变为

产 ( J y x 一 ’
) 李 产 ( y ) 八城

一

1) V x
,
y 任 G

此外
,

由定义 2
.

1 可得如下结论
:

( l) 若 G
;

和 G
Z

是 G 的两个子群
,

则 “ 1

是 G :

的正规子群的充要条件是
: 1〔、

.

是 L
Z

的正规

T I
J

一子群
。

( 2) 如果 产任N 了
’

L ( G )
, u 〔 ,I

’

L ( G )
,

且 产簇 。 ,

那么 产是 u 的正规 T L 一子群
。

( 3 )每个 T L 一子群是其 自身的正规 T L 一子群
。

( 4 ) 产任户 是 G 的正规 T L 一子群的充要条件是
: 产 是 T I

矛

一子群 1。 的正规 T L 一子群
。

于

是
,

定义 2
.

1可以看成是定义 1
.

2 的拓广
、

定理 .2 1 设 产
, 。 任了 ,.I ( G )且 产钱 。 。

那么下列条件是等价的
:

( 1卜 是
u
的正规 T L一子群

。

( 2 )产 ( y二 ) ) 产 (秒 )rI
’

v( 了功 (妇 V
: ,

丁任 〔了

( 3 ) 1
、 J

.

、 ·
产妻 (产

.

1 { , }
)了

’

( 口了
’

u ) V 了 e (少
。

证明 略

定理 2
.

2 设 产
, 。任 L ( G )

。

那么 产是 。
的正规 I

J

一子群的充要条件是
:

对于任意
a 任 L

,

巧

是 仇 的正规子群
。

证明 假定 产 是
。
的正规 L 一子群

.

给定
a 〔 L

,

显然 沁 是 比 的子群
。

如果 x 任仇
,

且 y 任

尸
。 ,

那么
,

产 ( xy x 一 `
) 》 产 ( y ) 八 。

(x ) ) 。 八。 一 。 ,

因此 刁x 一 ` 〔 热
,

于是
,

沁 是 ua 的正规子群
。

反之
,

假定每个 炜 a( 任 L )都是 比 的正规子群
。

给定 一
,

y 任 G
,

取
a 一风刃 八试x)

。

那么
,

y

〔 产
。

且却 x 一 `
任产

。 。

于是
,
产 ( xy x 一 `

)异 a 一尸 (妇 八试二 )
。

因此
,

产 是
u
的正规 L一子群

。

定理 2
.

3 设
。 〔 了 ,L ( G )且 产 是 。 的正规 T工

J
一 子群

。

那么
,

G
,

是 民 的正规子群
。

此外
,

当

T 是正则 t 一模时
,

S u

PP (川亦是 S “

PP ( 。 )的正规子群
。
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证 明 易见
:

味 是 G
。

的子群且当 T是正则 t一模时
,

S u P户(川亦是 S “ PP (的的子群
。

设

x 任 G
。

且 y 任味
。

那么
,

p 叙夕 J 一 ’
) ) 产 (刃 T (叮功 x( ) 二 1

,

于是
,

xy x 一 ’
任味

。

因此
,

味 是 叹 的正

规子群
。

假定 T 是正则 t 一模
,

给定 x 任 S u刀
,

(的和 y 〔 S u PP (川
,

则 爪xy
x 一 ’

) ) 产 (刃 T u( T 。 )

( x ) ) o
,

于是 了夕J 一 ’
任 S u

PP 伽 )
。

因此
,

S u PP (群 )是 S u

PP (。 )的正规子群
。

定理 2
.

4 若 产任 N 了,L ( G )且 u e 了 ,L ( G )
,

则 产T u 是 。
的正规 T L 一子群

。

证 明 显然谓 T 。 任7 ,L ( G )且 产 7妙蕊 。 。

此外
,

我们有

(产7
’ u ) ( x 夕x

一 ’
) ~ 产 ( x 少x

一 ’
) 7

’

U ( x ”
一 ’
) = 产 (夕 ) ,I

’

口 ( x 夕 x 一 ’
) 妻

产 (夕 )了
’

o ( x )了
’ 口 (夕 ) ,I

’

” ( x
一 `

) 一 〔产了
’

口 ) (夕 ) 7
’

(叮
’

u ) ( x ) V x
,
夕 任 G

因此
,

产T 。
是

u
的正规 T L一子群

。

定理 2
.

5 设 右e T L (G )
,

如果 产
, u
是 泞的正规 T L一子群且 产任 N 了

’

L ( G )
,

那么
,

产
·

州 亦

是 泞的正规 T L 一子群
。

证 明 假定 产
, u 是 泞的正规 T L 一子群且 召任N 了,L (` )

。

则由 [ 6」中定理 2
.

3可知
,

产

· 二 。 任了,L (G )
。

由于 产
, u
是 右的正规 T L 一子群

,

因而显然有
: 产

· : u簇子
· 二
右镇泞

。

此外
,

我们有

(产
· T 。 ) ( x 夕x

一 ’
) 二 V {产 ( u ) 7

’

。 ( v ) }
u , v 任 G

, u v ~ x
笋

一 ’
} =

V {产 ( x u x 一 ’ 7
’

。 ( x v x 一 ’
) ,

u , v 任 G
, u v ~ y } )

V {产 ( u ) ,I
’

u ( v )
’

l
’

(右7
’

宁) ( x ) Iu
, v 任 G

, u v = y } ~

( V {产 ( u ) ,I
’

。 ( v ) Iu
, v 〔 G

, u v 一 y } )了
’

(右7
’

泞) ( x ) =

(产
· : , ) (少 )了

’

(右7
’

泞) ( x ) V x
,

少 任 G

因此
,

产
· : 。 亦是 右的正规 T L 一子群

。

定理 2
.

6

群
,

那么
,

证

设 I 是任意非空指标集
。

如果 泞任 T L ( G )且每个 产
,

(t’ 任 )I 是 宁的正规 T L 一子

亦是 泞的正规 T L 一子群
。

假定每个 片 i( 任 )I 是 泞的正规 T L 一子群
,

则由叶 ]中定理 2
.

4 可知
:
八片 任了 ,.I

(G o) 显然
, ,

夕
,

气犷一氛 此外
,

我们有

产
,

( x 少x
一 ’

) 妻 产,
(夕 ) ,I

’

(泞,j
’

右) ( x ) 》 ( A产
,

) ( y )了
’

(泞了
’

泞) ( x ) V i 任 I

冷 ( A片 ) ( x厂
一 ’
) ~ 八从 ( x ”

一 `
) 妻

` 〔 I 矛〔 I

( A产
,
) (少 ) ,I

’

(右了
’

宁) ( x ) V x
,
夕 任 G

。

因此
,

A产
`

亦是 泞的正规 T L 一子群
。

r 〔 I

定理 2
.

7 设 u 任 L ( G ) 且 产是 。 的正规 I
J

一子群
。

假定 H 是一个群及 f 是 G 是 H 的同

态
。

则 f 伽 )是 f ( u) 的正规 T L 一子群
。

证 明 显然
,

f 伽 )
,

f (。 ) 任 L (H )且 f ( ,
址
) ( f (。 )

。

现在
,

我们有

f (川 ( x y x 一 ’
) 一 V {风 z) !

z 任 G
,

f (z ) 一 x y x 一 ’
} )

V {产 ( u v u 一 `
) }

u , v 任 G
,

f ( u ) 一 x
,

f
’

( v ) = 夕 } )

V (产 ( v ) A o ( u ) l
u , v 〔 G

,

f ( u ) = x
,

f ( v ) 一 y } 一

( V 丈产 ( v ) }V 任 G
,

f ( 。 ) 二 夕 } ) 八 ( V { u ( u ) }
u 任 G

,

f ( u ) ~ x } ) =

f (产 ) (少 ) A f (。
,

) ( x ) V x
,

夕 〔 H
。

因此
,

f (产 )是 f (的的正规 L 一子群
。
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定理 2
.

8 假定 H 是一个群及 了是 C 到 H 的同态
。

若 。 e 了,L ( H )且 声是
。
的正规 T L一

子群
,

则广
’
(川是广

’
(时的正规 T L 一子群

.

证 明 显然
,

广
’ (川了

一 ’
(时 e 了,L ()G且广

’
(川 ( 了

一 ’
o( )

。

现在
,

我们有

广
’
(产 ) (劣夕￡一 ’

) = 产 ( f ( 二夕丁
一 ’
) ) 二 产 ( f (二 ) f ( y ) f ( x )

一 ’ ) 》

产 ( f ( y ) )了
’

( u7
’ t,
) ( f (二 ) ) = f

一 `
(产 ) ( y )了

’

( j
’

一 ’
( 。 )了,f

一 ’ ( u ) ) (工 ) V x
, y 任 G

因此
,

了
一 ’
(川是广

’ (的的正规 T L一子群
。

3 由 L 子集生成的 T L 一子群的正规 T L 一子群

设 右e 7 ,L ( G )且 产《 右
。

则由定理 2
.

6可知
,

A {川产簇
。 . 。
是右的正规 T L一子群 }是右的包

含 产的最小正规 T L 一子群
。

我们将这个 泞的正规 T L 一子群称为由 L 一子集 声 生成的泞的正

规 T L 一子群
。

特别地
,

当 T ` A时
,

由 tI 生成的泞的正规 T L 一子群又称为由产生成的李的正

规 L 一子群
。

定义 3
.

1 设 脚右e 扩
。

定义 沁〔 L’i 如下
:

灼 (夕 ) = V
二妥。

(右( x ) A 产 (之少工
一 `

) 八右( x
一 ’ ) ) V 夕 任 G

.

定理 3
.

1 设 P,
。〔 扩 且 妥e L ( G )

.

那么

( l )片 ) 泞
,

( 2 ) (内 )一 = (产一 ’
) ,

,

( 3 )片 (哭, 之一 ” ) 稗 ( , ) A (右A右) ( z ) V 夕
.二〔 G

,

( 4 ) (八
.

姚 ) (零,
念一 ’ ) ) (执

.

t,’ ) (夕 ) A (泞A泞) (之 ) V 夕
, z 〔 G

.

证明 ( l) 与 ( 2) 显然成立
。

对于任意 y
, z
e G

.

我们有

灼 ( z洲
一 ` ) = V

二〔 。 (妥( z ) A p ( x (
z

,
一 ’

)之
~ ’

) A奋( x
一 ’

) ) =

V
, 。 。

(才( (xz ) z 一 ’
A 产 ( ( r z ) y (二 z )

一 ’
) A 泞( z ( xz )

`一

’ ) ) =

V
, 。 e (子(及

一 ’
) A 声 (之 J

刀J
` 一 ’

) 八泞( z 二 ” ) ) )

V
, 。 《 ;

(右( r ) A 右( z
一 ’

) 八 产( x ”
一 ’ ) A 妥( z ) A 右( x

一 ’
) ) =

( V
二〔 。 (登( x ) A p ( x夕 “ ) 八 泞(了

`一 `

) ) ) A (右 A 右) ( z ) =

沁 (夕 ) A (妥A 妥) ( z )

因此
,

(3 )式成立
。

由 ( 3 )式可得

(八
.

外 ) (
之夕二 一 ’

) = V 《八 (
u ) A u’ ( v ) l u

,
。 任 G

, u 。 = z

”
’ 一

’
} =

V 《片 (
z , z 一 ’

) A 恢 (~
`

’ ) {
。 , v 任 G

一 u , = 少 } )

V 吸脚 (
u
) A (右 A 泞) ( z ) A 协 (。 ) A (右 A 安) ( z ) }

。 ,
t, e G

, u 。 = y } =

( V (灼 (
u ) A ua (。 ) ! u

, t, 任 G
, u v 二 y } ) A (泞A 右) ( z ) =

(片
·

姚 ) ( y ) A (右八 若) ( z ) V y
, z 任 G

。

因此
,

(4 )式成立
。

定理 3
.

2 设 声任护
,

才e L ( G )且 产( 泞
,

那么

< ” > = 1闭 v .(乳( ” v (川
一 ’

)’) = V ( 1.
, , V (脚 V (八 )

一 1 ) )
.
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是由 产生成的 泞的正规 L一子群
。

证 明 首先
,

由定理 1
.

2 得
,

< 八> 是 G 的 L 一子群
。

其次
,

对于任惫 y 任G
,

我们有

脚 (夕 ) 二 V
二。 。 (右(了 ) /、 产( J少工

一 ’
) 八泞( x

一 ’ ) ) 成

V
二。 `

(泞( x ) A 右(￡夕工
一 ’
) A 右( x

一 ’
) ) 蕊

V
二。 `
右(x

一 ` J ,y x 一 ’ x ) = 泞(夕 )

因此
,

脚 ( 泞
。

于是 < 片 > 镇 < 泞> = 泞
。

此外
,

由定理 3
.

1及其证明可得
:

(内 V (脚 )
一 ’
) ( z男

一 ’
) 二 脚 ( z男

一 ’
) 、J (产。 )

一 ’
( z ”

一 ’
) =

灼 (z yz
一 ’
) V 脚 ( z y

一 ’ z 一 ’
) )

(脚 (夕 ) A (右 /、 子) ( z ) ) V (灼 (少
一 ’
) A (右 A 泞) ( z ) ) -

(产。 (夕 ) V (脚 )
一 ’
(夕 ) ) A (泞 A 子) ( z ) =

(产。
V (脚 )

一 ’
) (夕 ) A (右A 泞) (之 ) V 夕

. 2 任 G

类似地

(八 V (脚 )
一 ’
)

.

( : yz
一 ’
) 李 (八 V (脚 )

一 ’
)
“

(夕 ) A (右 A 泞) ( z ) V 夕
, z 〔 G

于是

< 热 > ( `声
一 ’
) ) ( 为 > (夕 ) A (右 A 右) ( z ) V 夕

, 2 e G

因此
.

< 片 > 是 泞的正规 L 一子群
。

最后
.

设 夕e L ( G )且 甲妻 p
.

若 甲是 奋的正规 L 一子群
,

则由

定义 2
.

1 可得

甲(少 ) = 甲( x
一 ’
( x ”

一 ’
) x ) 二幸 甲( x厂

一 ’
) A (泞A 右) ( x ) )

妥( x ) A 产 (了厂
一 `
) A 妥( x

一 `
) V x

,

夕 e G

于是

扮(少 ) 妻 V
, 。 。

(泞( x ) A 产 ( x担
一 ’
) A 泞( x

一 ’
) 一 八 (少 ) V 少 〔 G

即
:
甲) 脚

.

因而 甲~ < 甲> ) < 片>
.

因此
,

< 沁 > 是包含 产的 泞的最小正规 L 一子群
,

即是由产

生成的 右的正规 L 一子群
。
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