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广义Fibonacci数列一些前n项和式初等证明+

吴茂念天戊愆
(贵州大学理学院，贵阳550025)

摘 要：用数学初等方法证明了广义Fibonacci数列的相差小于6的前／7,项的和式，从而就能

得到Fibonacci数列、Lucas数列的相差小于6的前n项的和式，通过这些数列的通项就能轻

松计算其值。
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Fibonacci数列是一个有悠久历史的数列，在

很多领域都得到应用，特别是在否证Hilbert第十

问题时显现了它的强大威力。Fibonacci数列、Lu—

c118数列的研究论文和著作也十分丰富。文献

[1]和[2]中讨论了广义Fibonacci数列，用数学

归纳法证明了它的相差l一7的前，l项的和式，但

是他们都是应用数学归纳法证明。本文用初等方

法证明了它的相差小于6的前n项的和式。

广义Fibonacci数列{h。}可以用递推公式表

示如下H J：

fhl=a，h2=b，(a，b∈Z；ab≠O)

【^。+2=h州+h。，(n≥1)

当a=1，b=1时，{h。}就是Fibonacci数列，

记为{五}；当a=1，b=3时，{h。}就是Lucas数

列，记为{Z。}。特别令h。=h：一h。=(b—a)，

定理1 ∑hi=h。+：一b
l=l

证明： ∑hi=hl+h2+^3+⋯+^。=

一h2+h2+h1+h2+h3+⋯+h。=

一h2+h3+h2+h3+⋯+h。=

一h2+h4+h3+⋯+h。=一^2+h5+⋯+h。=

一h2+h。+l+h。=h。+2一h2=h。+2一b．

推论1令a=1，b=1，数列{h。}是Fibonacci数

列{工}。则H1 ∑Z=五+：一1；

令a=l，b=3，数列{h。}是Lucas数列{2。}。

则㈣ ∑2i=zm一3．
1=l

定理2∑h2¨=h2。+口一b．
I=l

证明： ∑h2H=h1+h3+⋯+^2。一l=

h1+(h1+^2)+(h3+^4)+⋯+(^2|I一3+h2|I一2)=
2n-2

∑吩+h1=h2。一b+口
J=1

定理3 ∑^：；=^2州一口
I=l

证明： ∑h2+危4+⋯+h2。=h2一h1+hl+

(h2+五3)+⋯+(h2。一2+^2。一1)=
2n-l

∑～+^2一h。=h：州一口

推论2令a=1，b=1，数列{^。}是Fibonacci数

列{工}。则‘41

∑五¨=五。； ∑五i=五。+。一1

令a=1，b=3，数列{h。}是Lucas数列{2n}。

则‘1】
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=12。一2；

定理4 耋k=虿1(k+：一6)
证明：2∑h3i=2h3+2h6+⋯+2h3。=

(h1+h2)+h3+(h4+h5)+h6+⋯+(h3。一2+

定理5

证明：

h3。．1)+h3。= ∑t
』=1

=h3。+2一b

1，z 、

=；■I凡3n+1一口)

2∑h3H=2h2+2h5+⋯+2h3 n-l=

(h2一h1+h1)+h2+(h3+h4)+h5+⋯+
3n一1

(^3一+h3．-2)+h3。一l=∑吩+h2一h1=

h3。+l—b+b一口

定理6∑h。i_2=÷(^。。一6+n)
121

_

证明：2∑h3㈡=2h1+2h4+⋯+2h3州=
I=1

3n-2

∑～+h1=h3。一b+n

推论3令Ⅱ=1，b=1，数列{h。}是Fibonaeci数

列{工}。则
n 1

∑厶=÷伤。蛇一1)心1；

=寻瓴州一1)；

∑五心=
i=l

令口=1，b=3，数列{h。}是Lucas数列{fn}。
n ‘

则 ∑l，。=下1(f3棚一3)；
l=1 _

n
1

∑1。¨=÷(z。州一1)；

∑k=告(‰一2)
l=l

-

定理7
n 1

∑h。j=÷(3九。川+h4。一b一2a)
n ‘

∑h。¨=i1(k1+2h4。一2b+口)
I 21

．，

n

∑h4m=i1(2^4川一h4。+6—3口)

证明：

=÷(一k+，+3h。。一36+4口)

3∑h4i=∑(2h。H+2h。¨+h4i)=
i=1 i=I

∑(危4∞+3h4m+h4¨+h4i)=
E=1

∑(^。一+h。m+h4i+h4i)+∑2h。m=
4“

∑
，=1

由上两式：5∑h。，=
i=1

4n

∑
』=1

(2)

(h4。+2—6)+2(h4。+l一口)=3h4。+1+^4。一b一2n

所以由(1)式：
n 2n “

∑h。m=∑h掣一∑h。i=
I 21 J21 l 21

(^4州一口)一÷(3^4州+h4。一b一2a)=

i1(2^4。+1一九4。+6—3a)

由数列{h。}的递推性质得：

∑^。¨=∑^。i一∑^。m=÷(3^。川+

h4。一b—za)一÷(2^4。+1一h4。+b一3a)=

÷(^。州+2h。。一2b+n)

∑h。H=∑h。；一∑h。m=i1(^。川+2h。。一

2b+o)一÷(2矗4。+1一h4。+b一3a)=

—1■1．(一h4。+1+3h4。一3b+4口)

推论4令口=1，b=1，数列{h。}是Fibonacci数

列{工}。则

∑丘=÷(鞔州+五。一3)¨1；

∑^一。=÷∽州+骐。一1)

∑^一：=3’-(骐州一工。一2)；

=÷(一‰，+玩。+1)
令8=1，b=3，数列{h。}是Lucas数列{l。}。

3加。∑㈦
l一

+n，鬯
=．I，屹。∑㈨一如。∑㈦

≈
危

h∑㈨
=
4危。∑㈦

+24而。∑㈦

2
—
4
五

。∑㈧
2+砖

k。∑㈨

=
玎
危

h∑洋
2+l

一厶。∑H

4五。∑㈦
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主k：÷(3k+，+k一5)⋯；

主k一。：i1(k+。+2k一5)

主k一：：÷(2k+。一k)；

主k一，：÷(一k+。+3k一5)

定理8：耋k=六(4k+：+h5n+l—n一46)
耋‰=六(‰+3‰一3口-6)
主i=1‰=六(3k+：-2h5．+1+2口一36)

毫垴=百1(嘞，柑+5h5．+1_5口+26)
窆i=1‰=六(5k+：-7h5．+1+7口一56)
n n

证明：3∑h，i=∑(2h，i+h，H+hsi_：)=
i=1 i=1

∑(^5i+h5¨
i=1

+h5l一2+h5i一3+h5i一4+

5n 8

h¨，)=∑～+∑h，H⋯ (1)
，=1 i=1

+h5心+h5H)=

∑(^5H+h5i_2+h5H+h5¨+h弘5+
101

5n-I “

h5i-2)=∑砖+∑h，H+h。⋯

由(1)式得：

3∑h5¨+3∑h5心
I=1 l=l

n n

2∑h，H+3∑h，m

由(2)式得：3∑h，H
i=1

(2)

h5。+l—b+(b一口)=h5。+l一口⋯⋯ (4)

由(3)、(4)式得：

11∑h5H
i=1

11∑h5H
f=1

=(h5。+2一b+3(h5。+1一乜)

=3(h5。+2—6)一2(h5。+1一口)

蚤‰2吉(‰+3hs州一3血一6)

薹‰。者(3‰一2hs川+2口一3b)

∑h，i=∑危，H+∑h，m=

吉(4^5棚+h5训一口一46)

∑h，㈡=∑h，H一∑h，H=

六(一2h，柑+5h，川一5口+2b)
∑
i=l

六(

∑h，一=
i=1

5^5。+2—7^5。+1+7口一56)

推论5令口=1，b=1，数列{h。}是Fibonacci数

列{正}。则

耋厶=六(瓠棚+六川一5)H]
荟厶一，2吉∽棚+现川一4)

萎厶一z 2吉(瓢棚一骐川一1)

荟丘一，2吉(一兢棚+5f,州一3)

；矗一·。吉(鞔柑一弧n+t+2)
令n=1，6=3，数列{h。}是Lucas数列h}。则

善k 2六(4k+2+‰r 13)

荟k 2吉(k+2+3k+1．6)

；k之2吉(3k圹2k+1-7)

萎b 2吉(划坼：删s叫+1)

荟b 2吉(5k-71s．+1—8)

定理9荟^si 2了1(^s棚一n一6)

圣‰2寺(‰一6)

蚤‰2了1(‰一口)

一
2—5

危
。∑㈦
=

一5危2，L。∑㈦
=

一5^。∑㈦
3

”

=

(

O
^+l¨∑川

=
之危～。∑Ⅲ

一
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证明：

耋‰=了1(‰+口_6)；

3∑h。；=
i=1

^

∑

k一。=÷(k一，一2n+6)

^6i一5=五l(h6。一2+3口一2b)

h6。+∑^6m+
持1

3n

h。H=∑
，=1

(2^6i+h6i一1+h6i一2)=

(h6i+^6。+h6i一2+2h6i一3+h6i一4)=

h可⋯

(1

+h6i一4+h6i一5)+

(h缸2

n 6n

)、(2)式得： 4∑h。；=∑～+
汪1 j=1

(h6。+2一b)+(h6。+l—n)=h6。+3一口

所以由(3)式和定理4：
n 2n 4

+h6“)

(2)
3”

y h，；=
一q，=1

∑h。一=∑h茸一∑h。；=
i=1 』=1 i=1

÷(k+：一6)一÷(k+，一n一6)=
了1(^6。+口一6)

由数列{h。}的递推性质得：

∑h。H一∑h。¨=∑h。i

由(1)式得：

∑h。m+∑h。H=∑h笱

由(4)、(5)式得：

∑h。m=了1(∑％一∑h。。

互1(h。州一a)一÷(^。棚

÷(k+口一6)]=÷(4k+。
口+b+h6。+口一

主蚝一。：睾(兰b
i=1 厶

i=1

3

(3)

(4)

∑h。i⋯
i=1

(5)

+∑h6f_3)=
i=1

一Ⅱ一6)+

一4a—h6。+3+

虿1[(‰，一Ⅱ)一了1(‰，一n一6)一

÷(k+口一6)]=÷(4k+，一4口一k+，+

口+6一k一口+6)=÷(k一，一2口+6)

塞^。i一。=耋^。i一耋^。i一：=j1_c危。。+。
。一6)一百1(k，一n)=百1(‰：一6)

h㈣=∑h6一一
i=1

h6；一4 2

^。。+。一6)一÷(^。¨一2口+6)=

÷(^∽+3口一2b)
推论6令口=1，6=1，数列{h。}是

列{五}。则

薹氕一：=÷魄川一1)
0， 1，

刍^刁2衫“

耋厶。=了1魄剃一1)

Fibonacci数

毫厶一，=÷魄柑+1)l 2l
’

令口=1，6=3，数列{h。}是Lucas数列{l。}。则

∑l。i
i=1

∑l¨
‘=1

∑1㈣
i=1

16i一4

l＆一5

4)

一3)

一1)

2)

+1)

一3)

∑㈦∑㈨。∑㈦。∑㈧

∑㈦

∑㈨扣

∑㈦

一6^+2—6，儿+一6危+6忍，LⅢ。∑㈦

。∑渊
+吩缸∑Ⅲ

=、，46危+之风，L。∑㈨

¨

五‰缸扣』4

矗

厶。∑Ⅲ。∑Ⅲ

l，L由

，D一

3

+

+

一

一

㈧

k

k

k

k

kZ，L，L，k／k，k

，L

一

_

一

一

卜一。一4。一4。一4。一4。一4

=

=

=

Il

=

=

3k。∑㈠

。∑㈨。∑㈦

=

)

)

口．

≈

一

k州。∑㈦

^

-

@

一

上4

klI。∑㈦

＼J∥，

一
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