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自然坐标系中运动方程与轨迹方程的新形式及其应用 
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摘要：在自然坐标系中提出以速度倾角和曲率半径为坐标，得到新形式的运动方程和轨迹方程。 

讨论 自然坐标与直角坐标间的变换式，并以两个典型问题的求解说明新形式轨迹方程运用的便 

捷性 。 
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为定量描述物体的运动，常在参考系上建立 

适当的坐标系。直角坐标系是基本坐标系，极坐 

标系、球坐标系、柱坐标系、自然坐标系等是典型 

的常用坐标系。选用合适的坐标系，可使问题的 

求解过程得到简化，确保求解结果的正确与简单。 

自然坐标系常取 s(有向弧)、P(轨道曲率半 

径)为坐标，如切向加速度和法向加速度的表示。 

事实上，自然坐标系有 3个坐标 s、p、Ot(轨道切向 

即速度方向与 轴正向问的夹角)，在解决某些问 

题时取 s、 或P、Ol为坐标尤为便捷。一般的大学 

物理和理论力学教材中，常称轨道形状已知，就是 

指P=p(s)或OL= (s)已知。本文仅讨论平面运 

动，选择P、OL作为自然坐标系的坐标，既得到新形 

式的运动方程和轨迹方程，也得到自然坐标与直 

角坐标间的变换式，最后以两个典型问题的求解 

说明了新形式轨迹方程运用的便捷性。 

1 新形式的运动方程和轨迹方程 

在直角坐标系中描述质点的平面运动常用运 

动方程 = (t)、Y=Y(t)与轨迹方程 Y=Y( )；在 

自然坐标系中人们习惯用运动方程 

P P 

(1) 
= E 

与轨迹方程 

P=P(s) (2) 

这两种描述等价对应。 

式(1)是 自然坐标系中常见形式的运动方 

程，对处理质点沿圆周(圆弧)运动时(此时P=R 

恒定且已知)比较方便，对于质点运动过程中曲 

率半径时刻改变如质点沿抛物线等一般曲线运动 

则比较困难。 

若定义速度倾角 ( 为质点运动速度 与 

轴间的夹角)，则 

⋯ctan[ 】=arctan[ 】 t) 
(3) 

因此，在自然坐标系中描述质点作平面曲线 

运动可用如下形式的运动方程 

㈩l (4) 
P：P(￡)J 

由式(4)消去参量即得相应的轨迹方程 

P=p( ) (5) 

自然坐标 s=s(t)、 = (t)和P=p(t)并不相互 

独立，由曲率半径的定义式p( )=老，得 

I P( )da (6) 

式(4)为自然坐标系中运动方程的新形式，式(5) 

为与式(4)对应的新形式轨迹方程，式(6)为 3个 

坐标 s、 和P间的约束关系。 

2 自然坐标与直角坐标间的变换式 

极坐标P、 与平面直角坐标 x,y有一一对应 

的关系，存在变换式 
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Y t ()=p(￡)sin[ (f)]J 。 

和逆变换式 

p( )={Ex(t)] +[y(￡)] } 1 

rctan[糟]ar⋯t[ dx(t)1 J}(8) 
式(7)、(8)中0(t)为极径与固定参考轴(习惯上 

取 Ox轴)间的夹角。因式(8)中正切函数具有多 

值性，同一坐标 x,y将对应不同的极角 0( )。 

自然坐标系中，由p( )=_ds及dx=ds cos 
、 

。 OoL 

dy=ds sin 得 

j p c。s d 1 (9) 
Y=J P( )sinada J 

式(9)为自然坐标 s,p和 OL与直角坐标 、Y间的 

变换式。 

其逆变换式为 

s(z)： )] +[ ] } 出1 

，= } 
)一ctan【糟]=arctan『 dx(t)1J 

(10) 

同样，式(10)中正切函数具有多值性，同一坐标 

x．y将对应不同的速度倾角 oL(t)。 

3 实例分析 

实例 1：文献[1]计算了质量为 m的物体沿 

半径为R的 1／4圆周从点A自静止开始下滑到 

点 B时的速度。 

如图1，在自然坐标系中质点切向动力学方 

程为 

m =一mgsin 一 (11) m 一 一 Ⅳ 

法向动力学方程为 

一 mgcos +FⅣ=m (12) 

式(1 1)、(12)中，g为重力加速度，a(o≤ ≤ 

2耵)为速度倾角，P为轨道的曲率半径。 

将式(12)代人式(11)并利用P( )=半计算 
(1ot 

图 1 质点沿 1／4圆周下滑受力图 

Fig．1 Force diagram of a mass point sliding 

along 1／4 circular arc 

+ =一2pg(sin + c。s ) (13) 

应用初始条件 。=÷耵、P( )=R和口。=0积分 

式(13)得 

2
= 2 丝  亟  

(14) 

式(14)中选取的参变量为 ot，而文献[1]中 

选用的参变量为0。两者关系为 ：0+妻竹，有 

sin =一COS 、COS =sin 0，因此式(14)与文献 

[1]中式(4)完全一致。 

实例 2：文献 [2，3]要求计算沿抛物线 Y ： 

2px运动，且切向加速度的量值为法向加速度量 

值的一2k倍时质点从正焦弦的一端( ，p)以 u 

出发运动到正焦弦另一端(导，一p)处的速度。 

本实例的一般解法是先列出质点运动的切向 

动力学方程，后辅以曲率半径的公式，最后再用换 

元积分得出结论，解题过程比较繁杂，以速度倾角 

为坐标可作如下解算。 

如图2，质点处于点(号，p)时， 。= 5 1T，处于 

点(号，一p)时， = 7订。根据题意有 

害：一2k 2 (15) 面一 
即 

dv
=  

或 dv = 妇 (16) 
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图2 质点沿抛物线 = 运动 

Fig．2 A nlasS point moving along the parabola 

应用初始条件V0=tt~．％=÷耵、 =÷ 积分 
式(16)得 

∥ = ue-k,n 

4 讨论与后续研究 

在自然坐标系中以速度倾角和曲率半径为坐 

标，既可得到新形式的运动方程和轨迹方程，亦可 

得到自然坐标与直角坐标间的变换式，两个典型 
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