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摘要：CTE风险度量是一种关于重尾分布考虑了分位点以上部分平均损失的重要的度量方法。

从一元Log—PH分布和多元PH分布的CTE风险度量研究，推广到多元Log—PH分布的CTE

风险度量。结合文献[7]给出的次序统计量方法，运用多元Log—PH分布的Markov链性质，求

解出多元Log—PH分布的CTE风险度量表达式。
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Phase—type分布，以下简称PH分布，最初是

由Edang提出。Neuts¨o定义了PH随机变量总

结了一元PH分布的性质，并给出了一元PH分布

的矩阵指数的表达形式。PH分布的实质是将一

个时间随机变量看成是一系列与Markov过程相

关联的的指数(几何)分布的时间子段之和，从而

通过Markov结构来达到简化分析的目的。连续

时间Markov链的一元PH分布定义为一个具有

吸收状态的有限状态Markov过程的吸收时间分

布。如果在此吸收状态设置一个观测点，测量此

Markov链被吸收的时间，即首次到达此吸收点的

时刻丁，这个随机时间的分布，就称为PH分布。

因PH分布具有良好的封闭性，稠密性和可计算

性，被广泛应用于生物统计学、风险理论、排队论

系统、可靠性分析等领域。

连续时间Markov链的一元LOg—PH，最早是

由Ramaswami提出，第一次正式发表于Ghosh et

a1．拉1的一个会议报告中，Ramaswami【31成功地把

一元LOg—PH分布应用到了排队论和可靠性分

析中。AhnHl给出了一元LOg—PH分布的具体表

达式，研究了一元PH分布的k阶矩，CTE风险度

量，以及尾部的渐近性。1984年，Assaf呤1给出了

—类连续时间Markov链的二元PH分布。此二

元PH分布的密度，Laplace变换，矩可以写成一

个封闭形式。1989年，Kulkami∞1提出了一类新

的连续时间Markov链的多元PH分布。Cai和

“【_¨通过计算给出了连续时间Markov链的多元

PH分布的条件尾期望风险度量(CTE风险度

量)。

CTE风险度量是指在正常的市场条件下和一

定的置信水平a上，测算出在给定的时间段内损

失超过的条件期望值。一般来说，如果损失分布

是连续的(至少对于大于相关分位数的值来说是

连续的)，那么，条件尾部期望可用如下公式进行

计算

CTE。=E(￡I L>Q。)

简而言之，CTE是当损失超过分布最差1一a

部分的平均损失，这里损失分布最差l—a部分

是指分布分理位点Q。之上的部分。由于其具有

直观性，易于理解，通过模拟容易实现等优点，已

逐渐成为精算应用领域非常重要的风险度量

方法。

本文是在文献[5]和文献[7]研究的一元LOg

—PH分布和多元PH分布的基础上的推广，运用

多元PH分布的Markov链性质，推导出关于多元

Log—PH分布的最大最小分布等的CTE风险度

量表达式。

1一元PH分布的CTE风险度量

定义1设状态空间为{1，2，⋯，m，m+1}的
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连续时间Markov链￡，其初始概率向量为(a，

o)，转移速率矩阵为Q=(三。三)，其中丁=(巧)是
一个对角线元素严格负，非对角线元素非负，即满

足瓦<O，咒>O(i≠．『)的可逆矩阵，t=一n，其中

l是分量全为1的m维列向量，0是分量全为零

的m维行向量。此时m+1为Markov链￡唯一

的吸收态，我们将￡被状态m+1吸收的时刻x

的分布称为￡的参数为(a，T)的一元PH分布，

记作PH(a，r)。

PH(a，T)分布的密度函数^(茹)，分布函数

以(菇)和生存函数B(茗)分别为：

^(石)=ttexp{Tx}t，R(菇)=1一ctexp{死}1，

B(茗)=1一B(茗)=otexp{死}1

其Laplace变换为

咖(s)=E[e1]=

l e⋯tzexp{戥}tdx=a(sl—T)。t(1)

k阶矩为

研酽]=f XkdF(x)=(一1)‘k!ctT～1，

i=1，2，⋯，

矩母函数为

JjI奴(s)=E(e“)=一a(sI+r)一1t

其中，是单位矩。

引理l[73 如果x服从参数为(a，r)的一元

PH分布，对于任意的d>O，超额风险(x—dI X>

d)有一个参数为(a。，T，d)的PH分布表达，其中

Old=器揣 (2)2忑赫 【z’

则对于任意的d>OCT蹦扯d一帮
引理2【71如果x服从参数为(a，T)的一元

PH分布，对于任意的t>O，

E(X I X≤d)=

垡!：：皇兰巳i型}!=垡!：!!=!垡曼兰巳i型!1
1一ctexp{Td}l

V(d—XI腿扯蛆岛嚣瑞业
其中，是d×d维矩阵。

2一元Log—PH分布的CTE风险度量

一元Log—PH分布，记为Log—PH(a，T)，由

Ramaswami最早提出。定义随机变量Y=exp

(x)，式中X满足参数(口，T)的一元PH分布，y

满足参数(饯，T)的一元Log—PH分布。

定义2设状态空间为(1，2，⋯，m，rtl+1}的

连续时间的Markov链￡，其转移速率矩阵为Q=

(三三)，r是一个对角线为恒负的可逆矩阵，此时
m+1为唯一的吸收态，若令x为首次到达吸收

态m+1的时刻，则对X取对数得到的随机变量y

的分布即为一元Log—PH分布。

从Log—PH分布的定义，我们同样可以得到

一元Log—PH分布的分布函数和密度函数的表

达式

Fy(，，)=P(Y≤Y)=P(109Y≤logy)=

1一ctexp{no彰}1，Y≥1 (3)

^()，)=÷aexp{Tlogy}￡，t=一T1 (4)
)

根据Ahn S【41文章中关于一元Log—PH分布

的相关研究，一元Log—PH分布的k阶矩可以表

示为

E[矿]=l广--otexp{no∥}tdy=
4 1 )

aI )，blexp{Tlogy}dyt=a(kI+T)．1TI

引理3【41如果随机变量y服从参数为(a，

r)的一元Log—PH分布，那么其CTE风险度量

可以表示为

CTEp[Y]=一(QP(y))a口。(∞(，+T)。1t(5)

其中令d=Q，(x)，Y=exp(X)，P阶分位数e4=

Q，(y)，那么一元Log—PH分布的CTE风险度量

就可以表示为CTEp[Y]=一edold(，+T)～t。

3多元Log—PH分布的CTE风险度量

令{x(t)，￡≥0}为有限状态空间占上的右连

续的连续时间Markov链，其状态转移矩阵为Q。

令占i，i=1，⋯，n为占的，1个非空随机闭集，那么

n?：。占；就是占的子集(状态空间的子集就是说随

机封闭，一旦过程X进入，x就永不离开)。假设

吸收态n?：，占i是确定的，既然只对进入吸收态

n?：，占i感兴趣，不失一般性，可以假设，n?：，占；是

由状态△组成的。因此，不失一般性，可以将一些

子集占o E占且占o n占，=∥，1≤．，≤凡记为占=u?：1

占i Ue。。△是状态8的第一个元素。因此，转移

概率矩阵为

Q=(oT三) ㈤

万方数据



·16· 盐城工学院学报(自然科学版) 第27卷

其中Q为m X m阶非退化矩阵，m=l占I一1，令JB=

(0，理)为s上的初始概率向量，那么口(A)=0。

定义

xl=inf{￡≥0；x(t)∈si}，i=1，⋯，凡(7)

类似于Assaf D∞1，假设Pr{x1>0，⋯，x。>

0}=1，意味着Narkov链{x(t)，t1>O}以占。开始。

(置，⋯，以)的联合分布就称为参数为(a，T，占，s。

⋯，s。)的多元PH分布，转换随机变量，令y1=

expXl，⋯，K=expX,，得到的关于(y1，⋯，K)的

联合分布就为多元Log—PH分布。

Cai和Ⅱ[81关于卷积分布S=x1+⋯+x。推

导出了明确的表达式。为了表述这个结论，如下

定义部分空间状态

一=乱，F～=占i＼。q(Fi n占I)，i=1，⋯，n

F～=(占f n勺)、总(占i n句n 8k)，i≠_『
I巧

等等。

对于任意的D∈{1，⋯，n}，定义

r；-Ⅲ=

(iQ 8t)＼。UD(i口岛n占t)，⋯，R⋯n={△}
换句话说，对于所有的i∈D，B—D1只包含了占i

的状态，不包含占i，．『譬D。这些Jrl’组成了占的一

部分。对于每一个状态i∈占i，定义

尼(i)=l{j：i隹8i，l≤．『≤，I}l

例如，对于所有的i∈玛，．i}(i)=，l，对于所有

的i∈以⋯。，J}(i)=0，一般地，对于所有的i∈
一。IDI，k(i)=n—IDI。

引理4‘71令(以1'．一，K)服从参数为(a，T，

占，占1’．一，岛)的多元Log—PH分布，其中T=

(t蚶)，那么互E服从参数为(a，A，I占I一1)的Log

—PH分布，其中A=(a蚶)

。一虹
叱J一||}(i)

t

也就是，如果i E聪c{，1⋯，凡}，那么aiJ 2等。
令r(y。，⋯，y。)和F()，l'．一，Y。)为相应的PH

随机变量(Y。，⋯，Y。)的联合生存函数和分布函

数，对于Y1≥儿≥⋯Y。≥O，有

r(y1’．一，y。)=Pr{y1>)，l i⋯，yn>Y。}=

aexp{／logo,．}g。exp{／log),。一1／夕。}g。一1

⋯exp{Tlogyl／：r2}911 (8)

F()，1’．一，)，。)=Prl Y1≤)，1’．一，■≤y。}=

JBexp{Qlog，，。}^。exp{Qlogy。一1／y。}h。一1

⋯exp{Qlog：rl锄}h11 (9)

其中，对于七=l，⋯，儿，既，定义为m X m的对角矩

阵，对于i=1，⋯，d，若i∈8＼占。，该矩阵的第i个

对角元素为1，否则为0。h。定义为(m+1)X(m

+1)的对角矩阵，对于i=1，⋯，d+l，若iE占I，该

矩阵的第i个对角元素为1，否则为0。

对于(6)中的矩阵，现在引进两种Markovv

链。令占＼{△}=S U S’，其中S n S‘≠咖。矩阵

Q可以分段的表示如下：

r Z．，瓦。t。+t。。1

Q=J￡ ￡．t，。。+tl I，￡=一n(10)
L-o o o J

此处t和Z。分别是对s嚆S和s薯S’的r移掉s

行和s列之后得到的子矩阵，相应的，L．和t．，

分别是对于s E S’、s’E S和s E S、s‘E S’的r移

掉s行和s+列之后得到的子矩阵。特别地，

疋、{△l=T。

对于任意的Log—PH随机变量(K，⋯，匕)，

类似Assafc51中表述的，多元Log—PH分布的极

值可以表示为y(。)=min{yl，⋯，匕}和L=max

{y1，⋯，L}。

定理1令(yl，⋯，L)服从参数为(0c，T，占，

占l’．一，8。)的Log—PH分布，那么

(1)y(，)服从参数为(a(岛)／a(占。)1，T(岛)

l，I印I)的Log—PH分布，其中T(占o)如(10)式

中定义；

(2)y(。)服从参数为(a，T，18I一1)的Log—

PH分布

证明：由(8)式，对于y≥0，y(。)的生存函数为

Fr⋯()，)=Pr{x(1)>茹}=F(y，⋯，，，)=

oEexp{Tlogy}既⋯911

因g。⋯911=，(占o)。对于1≤i≤儿，岛都是随

机封闭的，

Fy。()，)=aexp{／logO'}，(占o)=

兴告exp{r(90)lo夥}1丽锻pf 1【，10夥}1
因此y(，)服从参数为(a(占。)几(铂)1，r(‰)，

I占o I的Log—PH分布。

同理，由(9)式，对于)，≥0，y(。)的分布函数如

下

Fy㈨(，，)=Pr{Y(。)≤，}=F(y，⋯Y)=

卢exp{Qlogy}^。⋯^11=卢exp{Ology}，({△})=

1一aexp{／logo"}1
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因此，y(。)服从参数为(a，T，18l一1)的Log
—PH分布。

定理2令(yl，⋯，L)服从参数为(理，T，占，

占，，⋯，“)的Log—PH分布，那么

(1)yf。1的CTE风险度量为

CTE，(y1)=一edctd(占o)(，+T(占o))。￡(占o)

(2)yf。1的CTE风险度量为

CTE，(L)=一ed理d(，+T)～t，

⋯aexp{砌}
otd—aexp{死}1

证明：令y(I)，l≤k≤n是(yl，⋯，L中第k

个最小的元素，并且服从参数为(口，T，8，sl，．一，

占。)的Log—PH分布，则(y(，)，⋯，y(。))服从参数
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4结论

本文是在一元PH分布和多元PH分布的基

础上，研究的多元Log—PH分布的CTE风险度

量。将这一类Log—PH分布应用到风险模型中，

如假设等待时间或者索赔次数服从LoS—PH分布

等，以及考虑此类分布下的其他更优的风险度量，

如一致性风险度量等的情况，还有待进一步研究。
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Conditional Tail Expectations for Multivariate

Log Phase Type Distributions

DAI Zexing，WANG Chuangyu，FANG Hao

(College of Mathematics and Physics，Anhui Polytechnic University，Wubu Anhui 241000，China)

Abstract：The conditional tail expectation is about heavy tail distribution for consider average lcss above quantile．This article is

an extension of the conditional tail expectation from Log phase··type distribution and multivariate phase—-type di鲥butlon to
multivariate Log phase—type distribution．Taking reference of order statistic method sire．in reference[7]，using Markov chain

properties of multivariate Log phase—type distribution，we construct the conditional tail expectation of multivariate LoS phase—

type distribution．

Keywords：Log phase—type distribution；multivariate Log phase—type distribution；Markov chain；conditional tail expectation
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