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摘 要 本 丈研 充 了可市性分折中基于不 完全样本数粉寺命分 布参致的板大似然枯计
(M L E )的最优化数位解法

,

并且对威布尔 (W成u l)t 介布和时数正态介布介列给出了共休的随

机模拟计算结果
。
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1 问题的提出
`

’

在可靠性分析中
,

寿命数据分析是一项基础性工作
.

用 x 表示某种产品的寿命
,

其分布函

数是 F ( x ; 6)
,

口任日
,

这里 6 是未知参数
,

口是非空开集
。

从这种产品中随机抽取
,
件进行寿命

试验
,

如果试验一直进行到所有
。
件产品都失效为止

,

那么便得到一组完全寿命样本数据
一

二 , ,

x 犷
, ,.

·
_

,x ” 然而
,

在工程寒际和许多研究中
,

由于种种条件的限制和诸多因素的干扰
,
有时不可

能获得完全样本
.

如
,

受试验时间
、

费用等限制
,

不可能将寿命试验做到所有试件都失效
.

又如
,

受试验环境
、

仪器设备条件的影响
,

以及观测过程中的随机干扰
, ;也不可能得到完整的寿命数

据
。

这时我们只能得到一组不完全寿命样本数据
.

就试验类型而言
,

不完全寿命样本主要产生

于以下几种截尾寿命试验模型
:

定数截尾试验
,

定时截尾试验和随机截尾试验等
。

本文考虑如下带有不完全信息的随机截尾试验模型 〔`〕
.

设 x 、 , x :
一是来自总体 F ( x ; 6) 的寿命样本

,

每个 二`

的蜜度函数为 f( x ; e)
。

又设截尾时间

y
: ,

y Z

…是相互独立取正值的随机变量序列
,

苏 的分布函数是 G . (刃
, i = 1

,

.2 二 ,

它们与参数 6

无关
。

.

俱定哎ix )与妙
, }相互独立

·

对
。
个受试样本

,

令

若 为 < ,

若 ix ) 加

0 ,

若 x `
< iy 且失效未被显示

1 ,

其它

llC
ùr卜`L

一一久

并设

尸 哎凤二 l }ia ` 1} ~ P
,

P {八二 0 !
a 。 = 1 } = 1 一 P

,

( o < P 簇 1 )

其中 p 表示失效显示概率
。

又令
:

当 久 二 1
,

民= 1 时
,

朴 ~ 几 ;
当氏 一 1

,

口
、
= 0 时

, 之、
一 ,

、 ;
当

代 = o (隐含 夕
。 ` l ) 时

, z ;
= 夕; ; i = 1

,

2
,

…
, n ,

则 { ( z ; , a 。 ,

房 )
,

l簇 i簇 n }就是我们获得的带有不

完全信息的随机截尾数据
。

基于数据 { (z ` , 氏 ,

风)} 的似然函数为

L (夕) = A 且了 ( z 、 ; 8 )〕气汽口 ( z 、 ;口) 1
气` ’ 汽’

口 ( z 、 ;口)〕
`

( 1 )

其中
,

A 是与参数 0 无关的正函数
。

相应的对数似然函数为

In L ( 0 ) = 习 [
a 。

对
i
l n f +

a i
( l 一 从 ) In F + ( l 一 a `

) In 夕〕 ( 2 )

这里略去了与 夕无关的 nI A 这一项
。
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1 5二

` ` ` ` ~ ` ` ` ` 户` 谕闷` ` `

为了得到参数 夕的极大似然估计 ( ML E )
,

需要求出 In L (的的极大值点
。

经过适当的转换
,

可以把求 M L E 的问题转化为某一形式的最优化求解问题
。

本文的以下部分将针对威布尔分布和对数正态分布这两种常见的寿命分布
,

通过随机模

拟产生不完全寿命样本数据丈(z
; , 必 ,

夕
。)

,

1簇该获}n
,

并运用无约束最优化数值方法求出分布参

数的 M L E
。

2 威布尔分布参数的 M L E

设产品寿命 X 服从威布尔分布
,

其分布函数与密度函数分别为

F (二 ,之
,
b ) = 1 一 e x p (一 七

`
)

,

f ( x ;孟
,

b ) = 助砂
一 ` e x p ( 一 肠

` ) (x > 0 )

其中 又
,
b 是未知的正参数

。

由 ( 2 )可得对数似然函数 In L 以
,

b)
,

将它分别对 几
、

b 求偏导数并令其为零
,

再经过一定的

整理
,

得关于参数 孟
、

b 的似然方程组为

{
习 〔代风 + 残 ( 1 一 八 ) 一 ( l 一 a `

+ 代夕
。
)七犷〕 =

( 3 )

名〔ia 凤 + 州 1 一 风 )

七舒
e x p (肠户) 一 1

斌
.

e x p (材 ) 一 1

一
’

( ; 一 , + 。风 )、 舒〕: n z 。
+ 半全

。 。
风一 。

可以证明
【幻 ,

该方程组在一定条件下有唯一的一组解 凡
、

占
。 ,

并且它们分别为 人
、

b 的 M L E
.

因此
,

下面通过随机模拟的方法产生数据 (z
。 , ia ,

风)( `= l
,
2

,

…
,

)n
,

并求解似然方程组 ( 3 )
,

从

而得到 又
.

和 b
. 。

为了求解非线性方程组 ( 3 )
,

下面采用无约束最优化梯度法
.

取 目标函数为

H (风
,
b ) 一 h f (几

,

b ) + h孟(风
,
b )

其中

h :
二 习〔ia风 +

a 。 ( l 一 凤)
七誉

e x P (舰分) 一 l
一 l( 一 代 十 ia 层)耐〕

h :
= 习 iat 风十 ia l( 一 汉)

舫于
雨元订厂不 一 〔1 一 久 十 iaA

’
rẐ 尹inz

1 汽 。

十 几丁山 铸 iP

则求解 ( 3) 就可以转化为求解无约束最优化间题

m i n H (之
,

b )

由于 H 以
,

b) ) O ,

而方程组 ( 3) 有唯一的一组解
,

因此
,

存在唯一的点 (几
二 ,

b
.

)
,

使 H 以
,

b) 在该

点达到最小值 。
。

现选定一组 (几
,

b) 的初值
,

计算对应的目标函数值 11
。

若 H < : ,

即 H 满足精度要求
,

则该

组初值即为所求的解
。

否则
,

从该点出发
,

在负梯度方向上确定一组值替代初值
,

以使函数值

H 下降得最快
。

重复上述步骤
,

直到 H 满足精度要求为止
。

我们对以
,

b) 的三组不同取值情况进行模拟计算作为例子
,

下表列出了其中一组的计算结

果
。

在这里
,

样本容量分别取
n 一 20

,

30
,

50
,

60
,

80
;
失效显示概率分别取 P ~ 0

.

2
,

0
.

5
, 。

.

8
,

1
.

0 ;
截尾模型分别选取四种

:

指数分布 E
二
( 0

.

5 )
、

E
二
( 1

.

0 )
、

E
二
( 1

.

5 )和均匀分布 U ( 0
.

5
,

1
.

5 )
。

模拟计算遍数取 50
,

表中列出的结果是 50 遍求解结果的平均值
。
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翻擞汪态分在鑫救韵 M L E

没厌毅从耐擞正态分布
,

其密度函教为

分布卿数为

f `二 ; , , · , 一

隽巍
麟 p

〔一合(竺于
进
)
’

〕 ` X > “ ,

F `X ;。
, · , 一

芡
f !̀ ; ;

, · ,` ! 一 ,

(竺于
全

}
( X > 。 )

其中
,

外。 是未知参数且 一 co < 产 < + co
, 。> 0, 必是标准正态分布 N (0

,

1) 的分布函数
。

由铭 )可得基于数据 ( (z
。 , ia ,

月 )
,

1《 i簇
n }的关于参数 产和 。 的对数似然函数为

InL 呛产
,
, ) ~ 名〔试戏 In f ( 2 1;产

, 。 ) + 代 ( l 一 八) In 尸 ( z ; ;产 , 。 ) + ( l 一 ia ) In F ( z ; ; 群 , a )〕 ( 4 )

欲求 l吐伽
,

时的极大值点
,

也就是要求负对数似然函数

点
,

即求解下列最优化问题
:

m i n B (产
, 口 )

由 q
卜

)式及对数函数的性质
,

得

B (沁 a) = 一 nI L (产
,

, )的极小值

( 5 )
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B (产
, 口 ) - 习〔a i

夕
i
l n f

一 `
( z 。 ;产

, 。 ) 一 a ;
( l 一 戊 ) In F ( z ; ;产

, 。 ) 一 ( l 一 ia ) In F ( z 、 ; 产
, , )〕

由于 f
一 `
二 丫乏牙az

; ’

xe p
l

2

In z s
一 产

叮

,

故

。 ( ;
, 。 ) 一 全厂

a ;

层}
! n (
厉

z ;
) + In a 1 { In z ;

一 产 )
’
)

一 r
曰

下干 {

—
1 1

乙 \ 叮 } ,

一 。。
( 1 一 ,。 ) In。 }些

兰二卫 {一 ( 1 一 。 ;
) In

}
1 一 。牌三二里 ! {飞

( 6 )

、 a l 、 \ ` ] 1 2

下面通过随机模拟的方法来产生数据弋(z
, , a ; ,

月
;
)

,

1簇 i簇 }n
,

并运用无约束最优化直接法

来求解间题 ( 5 )
。

首先
,

给定一组参数值 (产
,

的和样本容量值 n( 本文分别取
n 二 30

,

40
,

50
,

60
,

70
,

8 0 )
,

并且

取截尾模型是均匀分布 产 (0
.

5
,

4
.

5 )
。

其次
,

根据给定的 产 和 。 ,

用蒙特卡罗 ( M on t e 一 C a lr o) 方法产生对数正态分布随机数 x : ,

x Z ,

…
,
x

.

(寿命样本值 )
,

再产生区间 (0
.

5 , .4 5) 上的截尾数据 y
、 ,

y
: ,

…
,
y

. ;
根据已产生的 { x

、
}

、

丈y
;

}和取定的失效显示概率值 P (本节分别取 P一 0
.

5
,

0
.

8
,

1
.

。 )
,

经过逐对比较 z ;

和 y `

的大

小
,

按以下做法便确定出带有不完全信息的随机截尾数据 { ( z ; , ia ,

月)
, 1簇 i镇 }n

:

当 x i

) y ;

时
,

得 z ;
一 y

; ,
ia 一 0 ,

尽一 1 ;

当 x 。
< y `

时
,

产生一个 ( o
,

l) 上的均匀分布随机数
r ,

若
: 镇P

,

则得 2 1
一 x 。 ,

ia 一 1
,

月
i
~ 1 ;

若
r

> P 则得
z ,
一 iy , ia 一 1 ;尽一 O

。

最后
,

将数据 { ( z ; , a 。 ,

层 )
, l ( i镇 n }代入 ( 6 )式

,

求解最优化问题 ( 5 )
。

为了避免较复杂的求导运算
,

减少计算量
,

选用单纯形下降法来直接求解最优化问题 ( 5 )
。

选定一组 (产
,

的的初值
,

确定初始单纯形 (对应于二维空间
,

单纯形是三角形 )
,

计算各顶

点处的 目标函数 B 的值
,

比较大小
,

丢掉 函数值最大的点
,

代之以新的点
,

构成新的单纯形
,

反

复迭代使顶点处的函数值逐步下降
,

顶点逐步逼近函数的最小值点
。

我们对 产一。
, 。 ~ 1

.

0 和 产一 2
.

0
, 。 ~ 1

.

。这两种情况进行模拟计算
。

结果表明
,

M L E 与真

值的偏差 比较小
、且 M L E 的值比较稳定

,

其精度比较高
。
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