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非齐次线性方程组的半正解

姜殿玉

(连云港化工高等专科学校
,

连云港
,

2 2 2 0 0 1)

摘 要 线性方程组的不带 负分量的仆零解向童称为半正解
。

本文给 出昨齐次线性方程组

A X 一 b( b并 0) 的半正解结构
,

进而得到该类线性方程组有半正解的充分条件和必要条件以及

唯一半正解的充要条件
。

该问题在有关计谋问题的数学休来中得到应用
。

关键词 昨齐次线性方程组 丰正解 墓拙解 系 线性无关
-

引 言

对于向量
a 一 ( a : ,

…
,

气 )
,

如果 价 ) o , i ~ 1 ,

…
, n ,

则
a
称为非负的

,

记作
。妻 O ;

如果 价> 0 ,

i一 l
,

…
, n ,

则
a
称为正的

,

记作
a > o ;

如果
a i

) o , i ~ l ,

…
, n
且存在 l成 i簇 n ,

使
a i

> 0
,

则
a
称

为半正的
,

记作
a 》 0( 该记号源于文献 1j[ )

。

A
. 又 .

简记为 A
,

(x
: ,

…
, x

.

产 简记为 X
,

(b
1 ,

…
,

久厂 简记为 b
,

(0
,

…
,

0) 简记为 0
.

设 八 的秩 ar n k (八 ) = r 。

石
,

~ ( b l ; ,

…
, 6

r , ,

1
, o

,

…
,

o )
T ,

瓦= ( 6 1: ,

…
, 6

r : , o ,

1
,

…
,

o ) T ,

瓦
一 r

=

(b
:

,二 一 , ,

…
,

br, 一
, , 0 , o ,

…
,

1广 是 A X 一 O的解空间基底— 基础解系
。 : 二 (s

: ,

…
, : .

广是 A X ~

b( b笋 0) 的一个特解
.

A X = b 的解称为半正解
,

如果这个解向量是半正的
,

该方程组的半正解的全体称为半正

通解
。

在本文中
,

作者将给出非齐次线性方程组 A X = b b( 护 0) 的半正解的结构 (若存在 )
,

并顺

便指出半正解存在的充分条件和必要条件以及有唯一半正解的充要条件
。

因有如下平凡论断
:

( l) 若有 1成 i ( n ,

使
s ` < o一反, ,

j 一 1
,

…
, n 一 r ,

则 A X 一 b 无半正解
。

( 2) 若
, ~ n ,

则 A X 一 b (b 笋 0) 有半正解当且仅当
: 》 0 当且仅当

S 是唯一半正解
。

( 3 )瓦
,

…
,

瓦
一 , , : 线性无关

。

所以我们设
:

( 4 )b “ = 0
,

j ~ l
,

…
, n 一 r

冷
s `

) 0

( 5 ) r < n 。

本文引进符号
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小
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最后定义两个递推关系
:

。 , ,
b
“

) 0

l` ,

.lb < 0

rl破
.

1
、

一一自

cl’ 一
万

l厂
,

b
·

) 。

L
,

l’
, b“

< O

` < `

仁
` < ,

住

l ,
(

c z ,

一
c ,一 ,

)

u ,
(

c l ,

…
, c ,一 ,

)

:

l , ( c l’
,

…
,

雌
,

)

二 u , ( c :
,

…
, c鑫 , )

这里
,

j = 2, ”
’ , n 一八

1 A X = b( b护 0) 的半正解

定理 1 如果 A x = b( b护 0) 有半正解
,

那么半正通解可表为 艺 k五 + , ,

其中 l , (k : ,

…
,

j` 一
r

k ,一 :
)《 k ,《 u ,

(k
: ,

证明 设 g =

…
,
h J

习
了̀ 一

一 :

)
,

j = 1
,

…
, 。 一 r 。

k五 + : 》 0
,

则对任意 1 ( j成
n 一 r ,

存在 i ,

使得 如在第 i 行中最后一个

不为零
。

因 。 《 g `
~ 艺毛氏

,

+ 艺毛认
, + s` = 截八j + 艺 kl 八, + 凡 ,

所以
,

若 .bj > 。 ,

则
心` 了 I > .

,)<
.

护 sl

料 》 一
艺 k` b“

l < j

b、 ,

若 b
` , ( o ,

则

裁.bt + is

b` z

万性

一镇
.

之

从而定理中递推关系得证
。

反之
,

设 g = 习 毛瓦+ : ,
k ,
满足定理中递推关系

,

先证 g 妻 。

j` 一
r

任取 1簇 i《 n ,

若 八, ~ 0, j = 1
,

…
, n 一 r 。

由假设 4( 参见引言 ), 。 `
= 价》 o ,

否则设 P 是使得

如护 O 的最后一个 j
,

由 k户的上下界

艺 k, 句 + s̀

h
,

) 一 竺二厂一 b(
`,

> o ~ 娠
,

k > P )
’ 一户

一 久
、 一 甲 产 - 一 ,. ’ ~ 产 了

尹

万 k`6“
+ : i

乏,

《 一 竺
一 r 一一一 ( 6`,

< o ~ 众
. , 乏 > P )

’ 一 p

又 b印
、 一 ,P 、 - 一 任 ” 一

/ 了
产

总有 万毛久 + s `

妻 。
。

因此
,

对任意 i ,

有 g `
~ 艺 kl b

“
+ 、 ) o ,

即 g ) 0
.

城户 l ` 一
r

现在证 g 》 。
。

如递推关系中至少有一个等号不成立
,

则必有一个 i ,

使 g
`
一 艺 ik八

, + , `>
一 j̀ 一

,

。
。

设递推关系中的
“
镇 ”
都是

“
= ” .

如果对使得 b。护。= 如
,

(k > )j 的所有 i, 都有

艺 k jb
“

+ s̀

k
`

一 一 三三乙一一一一一一
.

D仃
j ~ l

,

…
, n 一 r

则有
l

鼻 k
, b“
十 s` ~ 0

如果句 = o
,

j = 1
,

…
, n 一 r ,

则由引言
,

假设

也导致 ( , )成立
。

于是

艺
,` .

4 有
: `

) o ,

当
, i

> o 时
,

已证得 g `
一 s `

> o ;
否则

s `
一 o

k
`
认 十 s 一 0
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但这与石
, ,

…
,

瓦
一 , , :

线性无关 (引言 )相矛盾
,

所以必有列 j
,

行 i ,

并 12

使得

1 ,

+ s ` ,

—
护一

`一j

万 k , b`. ,

止< j

反
,

,

+ s `:

( b
` , i 护 o 二 b`: *

一 b`: 。
笋 b

`: , , k > j )

r

口
,

左阅艺

亦即存在 i ,

使

g 、
= 艺 k

, b“
+ s ` = 艺k ,

b
窟,

+
s` ) o

,` 一
r ,` j

于是有 g 》 0, 证完
。

注记 1 因为使 ibt > 0“ 外 ,k > j 的 八,一定存在 (例如 瓦十 , ,

j)
,

所以 l , , l ` (k
: ,

…
,

岛
一 ,

) (j )

2) 一定存在
;

但
“ , , 。 , k(

, ,

…
,

街
一 ,

) 不一定总存在
。

注记 Z k , (j ) 2) 的上下界均依赖于前 j 一 1个 k , ,

…
,

k卜
、
的选择

。

不 同选择对应于 k
,
可

能不 同的止下界
。

2 A X 一 b (b 护 。 )有半正解的条件

引理 2 从 ( 1 ) l , ( k ; ,

…
,

k ,一 ;
)簇 k j镇 u , (k , ,

一 捷 ,一 ,
)

,

( 2 ) l ,毛 l , ( k , ,

…
,

k , 一 ,
)和 u ,

)
u ,

(k , ,

…
,

点
, 一 、

)
,

可以推出 l , + 1

成 l , 、 ,
(k

l ,

…
, k , )和 “ j + 1

〕 。 , + ,
( k

,
J

,

一
,

k
,

)
,

j = 1 ,

…
, 。 一 r 一 1

。

证明

艺
c l b`,

+
: `

l ( 护

s ` ,

于是

当石
` j

) o 时
,

由
u , ) u , ( k

; ,

…
,

k ,一 ,
) ) k ,

得 名
c瓜

,

+
s ` ~ c j b

` , + 艺
c ` b。 +

s `
~ u ,

b
` j +

Ì j l < j

) k , b` , + 万 k
, b“ + s ` 一 艺 k , b“

+ s ` 。

当 八, ( o 时
,

同理可得 艺
c : b“

+
s `

) 艺 k ,
b
“

+
l < j ,` j l` J I《 ,

艺
lj + ;

~ m a x {一 ,

c, b“ +
s `

b`
,

, + 1 Ib
`

.

j + ,

> o ~ b`* ,

k > j + l }

艺 k , b“
+ : `

簇 m a x 弋一 兰鱼专
一

一
-

一 协
`

.

j + :

) o 二 占*̀ , 无 ) j + 一} 二 z
, 十 :

(庵
, ,

…
,

k , )
` U`

,

j + 1

同理可证
u , + ,

妻 u , + ,
( k , ,

…
, k j )

。

证毕
。

对偶可得

弓!理 s 由 ( 1 ) l岁簇 k ,

镇 u ;
,

( 2 ) l犷) l , (k , ,

…
,

k
, 一 ,

)和
u了镇 u , (k , ,

…
,

k
, 一 ,

)
,

可以推 出 l介
:

)

I J + ,
( k , ,

…
,

k , )和
u
六

1

镇
u , + ;

( k
, ,

…
,

k , )
,

j 一 1
,

…
, n 一 r 一 1

。

定理 4 若 l,! ( u,!
,

j ~ 1 ,

一
, n 一 r ,

则 A X 一 b 有半正解
。

证明 对 j 用归纳法
,

充分证明 l,f ) l ,
k(

, ,

…
,

kJ
一 ,

)
,

可 簇 “ , k(
, ,

一
,

ik
一 ,

)
,

j 一 1
,

…
, n 一 r ,

因由假设 l厂镇 u厂可得 乙( k
, ,

…
,

k , 一 ,
)簇 u , ( k , ,

…
,

k ,一 ,
)

,

j ~ z
,

…
, , 一 二 。

当 j = 1 时
,

有 l 1’ 一 l ,
( )

, u 犷` u ;
( )

。

假定已有 l广) l , ( k , ,

…
, k , 1

)
, u厂镇 u , (k : ,

…
,

k ,
一

,
)

。

由条件有 k , ,

使 l : 镇 k ,

镇 u 少
。

故由引理 3 得 l六
l

) z j + ,
(是

, ,

…
, 乏,

)
,

且 u j’+ ,

镇 u , + ;
(是

, ,

…
,

k , )
,

由归纳法原理
,

定理得证
。

定理 5 若 A x 一 b (b 特 0) 有半正解
,

则 l j钱 u , ,

j一 1
,

…
, 。 一 : 。

证明 由引理 2
,

仿定理 4 可证 il 簇 l ,

k(
, ,

…
,

岛
,

)且 “ j
k(

, ,

…
,

k , ,
) ( u , ,

j ~ l
,

…
, 。 一 : 。

因 A X ~ 乙( b笋 0 )有正解
,

故 l ,
( k , ,

…
,

k j ,
)毛 u 茗 ( k , , ,二 ,

k , ,
)

,

从而 l ,

钱 u , ,

j一 l
,

…
, n 一 r 。

证毕
。

定理 6 若 l,f 簇 uj’
,

j 一 1 ,

…
, n 一 ; ,

则 lj 簇 l ,

(k
, ,

…
, k , ,

)簇 l,f 且 “ 厂簇 u ,
k(

, ,

…
,

k
, , )簇 u j ,

j 一 1
,

一
, n 一 r 。

证明 由定理 4 的证明知 l,f 簇 l ,

(k
, ,

…
,

kj
一

,
)且 u,! 簇

“ ,

k(
; ,

…
,

k , ,
)

。

由定理 4 知 A X 一 b
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b (拱。 )有半正解
,

再由定理 5 的证明知 心( l)( k
, , ·

气毛
一 1

)且 约异材
, (泛

I
一

i.. ,, k , 一 ;
)
`

证毕
。

由定理 4 ,

5 立即得到

定理 7 如果 l
,

= l,f
,

uj ~ u,!
,

j 二 1
,

…
, n 一 : ,

那么 A X ~ b b( 护 0) 有半正解的充要条件是 几

令
, ,

j 一 `
,

一
” 一 犷 。

此时有半正通解澎
,

矶+s,
`,

令
,

匀 j,j 一 `
,

一
” 一 r 。 ·

定理 8 A X ~ b b( 井 0) 有唯一半正解的充要条件是
_

石= u,f
,

叮 一 u , ,

j = 1
,

…
, n 一 : 。

唯一的

半正解为
,

鼻声瓦
+ ` 。

证明 充分性 先证明 l,! * 打获u,! 盖* , ,

少~ 1
, ·

,’’ 。 一 , 。

事实上已有 ll’ = l , , 。 l’ * “ : .

对 j )

1 ,

若 岛》 0
,

则 cj 一 u ,一 l,f ~ 。 ; ;
若 b,j < o

,

也有
c ,二 l ,一 “ : = `

。

因此
丫毛十

:
~ 乙

十 ,
c(

, ,

…
, c , ) ~ +il

;

c(l’
,

二 cj’ ) = 价
,

u , + 1
~ u ,十 ,

( e l ,

…
, c , ) 一 u j+ ;

( e 1’
,

…
, c厂) “ u

介
,

其次
,

假定 A X ~ b b( 护 0) 无半正解
。

由定理 4 ,

存在 j
,

使鱿> 可
。

’

但是一方面由上段有 乙

> “ , ;另一方面由条件 l声一 uj’
, “ , ~ 盯 得 l ,

< u j 。

矛盾
。

所以 A X 二 b (b 护 0) 必有半正解
。

最后证明半正解的唯一性
。

因有正解
,

故由定理 5 得 lj 蕊
u , ,

j = 1, …
, , 一 : 。

由条件知 u,f 镇

再由第一段有
u ,
镇 l , 。

所以 lj 二 u j ~ l ; 一 u厂
。

由定理 6得 l , (左
: ,

…
,

k j一 1
) = 。 , (泛

` ,

…
,

盖,一 1
)

,

k , ~ l , ,

j = 1
, · ’ · , n 一 r 。

:而
刃从

必要性 设藻乡瓦+s 是 XA
一 “ (” ` 0 ’ 的唯一半企解

。

现用 j 上的归纳法充分证明 “ -

l i’ ~ u厂~ u j 且 l , ( k , ,

…
, k i 一 l

)镇 l犷且 u ,

( k , ,

…
, k , 一 1

) )
“ ;

。

当 j = 1 时
,

因 k l

的唯一性
,

1 1
~ l犷二 u : 二 u ;

且有 l ;
( )镇 l 1’

, 。 ,
( )多

u 厂
.

假定已有 ( 1 ) z ,一 l了一 u ; = u , ,

( 2 ) l , ( k
, ,

…
,

k ,一 ,
)镇盯

,

且
u , ( k : ,

…
,

k ,一 ,
)妻可

。

那么若 b
` ,

)

。 ,

则 c, 一 u j = 叮 = cj’ ;
若 氏, < 。 ,

则也有
` , ~ l , ~ 可 一心 ( 由归纳假定 ( l ) )

,

所以 +il
:
二 +lj

,
c(

; ,

…
,

自 )二 l , + ;
( c

,’ …
, c犷)一 l介

,

且 u , + ,
一 u , + ,

( c l ,

…
, c, ) ~ u , + :

( c犷
,

…
,

叮 ) 一 u ,!+
: 。

由归纳假定 ( l )

有 k
, ,

使 l : 蕊k ,

提 u :
。

由归纳假定 ( 2 )及引理 3 得 l几
,

) l , 、 ,

( k
, ,

…
,

k
,
)

, u ,’+
,

毛
u 、 、 ,

( k
, ,

…
,

k
。
)

。

假

定 l ,,+
诬

> “ 六
, ,

则 乙+ ,

> uj 十 , 。

由定理 5
,

A X 一 b b( 特 0) 无半正解
,

矛盾
.

所以价
,镇 u ,+f : 。

因为 A叉

一 b( b并 0) 仅有唯一半正解
,

所以 乙十
,

(k
, ,

…
,

kj ) 一峋 + ,

k(
, ,

…
, k , )

。

所以 l ,,+ , ~ u j’+ , 。

由归纳法原

理
,

定理得证
。

3 举例

例 1 鸡翁一
,

值钱五
。

鸡母一
,

值钱三
。

鸡雏三
,

值钱一
。

百钱买百鸡
,

问鸡翁鸡母鸡雏各
几何? (《张丘建算经 》 )’

`

解 由方程组

x + y 十 z ~ 10 0

l
) X

.

十 J y
.

---t 不
~

Z = 1 U U
下 J

解得 万
,

= ( 4
,

一 7
, 3 )

T , 、 = (一
0 0

,

2 0 0
,

o )
,r 。

z ,
= , a x哎一 一

1 0 0

4

一旦下
3

。 -
. ,

2 0 0
乙勺 , “ l

~ 羚忿l 儿 飞一
~ 一二

一 I

2 0 0 / 7
。

因要整数解
,

所以取
u ,

2 5蕊 k簇 2 8
,

且p

一 〔缪 〕一 : 8
,

所以解为 、 一是、
:

+
: 一 ( 4。一 1 0 0 ,

一 7; + 2 0 0 , 3走)
,

’ ,

I
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,曰J性1上连0̀0
一一一一一一XyZ

rl̀J、 |

l
= 1 1

= 8
一

1

07525一一一一一一Xy
.

名I
J人we

毛

例 2 已知一个方程组的 J
, ,

石
: ,

石
: , : 〕为

一 2

1

3

0

0

一 2

2

0

1

0

O

0

0

一 1

0

0

l

4

一 1

1

一 2

l

3

2

` .二ō .上

八UCU

间该方程组有无半正解
,

若有
,

求半正通解
。

解

一 1 1
、

` ,
= 不, 二 m a x , 一 万一 ’

一 丁 少
4

一 1 , “ i
一 “ 1

二 n 飞1 11 戈一 -
- 二 2 = 乙

一 乙

_ _ _ _ _ `

2 义 O + 3
、 。 , ,

3 X 2 + l
、

7
` , 二 二 U l a 蕊 、 —

—
尹 = 二 — J , “ , 二二 n l l n 、 —

—
矛 二二

`

二甲

l
’ -

一 艺
’

艺

l
:
一 m a x <一

ls’ 二 ma x( 一

旦

毕架
还兰

里 }
一

2
, · 3

一
i· 《卫兰 l毕召

叫

习卜
2

只斗华
}
一

3 ,:u’
’

二
imn 卜 互碧去 1 }一 2

.

l a’

因为 ll’

g

_ _ _ _ _ ,

劝X I 十 O X I 十 2
。 ` 。 . `

1 义 1 + 2 又 1 一 2
、

’

一
= m a x 《一

一
} - 一 2

, “ a’ ~ m in {一

一
} = 1

1
’ 一

’

一。 - -

一
’

一 1

= 1 < 2 ~ ul’
,

“ ~ 一 3 < 2~ “ 犷
,

la’ ~ 一 2 < 1共 u 3’
,

所以方程组有半正解
,

半正通解为

~ k
,

(一 2
,

1
,

3
,

1
,

l
, o , o ) T

+ k
:

( o , o ,
一 2

,

2
, o ,

l
, o )了 + k

:
( o , o , o ,

一 l
, o , o ,

l ) T

+ ( 4 ,

一 i
,

1
,

一 2
,

1
, 3 ,

2 )
r

= ( 一 2乏
:

+ 4 ,

壳
:
一 1

, 3泥1 一 2乏
:

+ l
,

泥
,

+ 2壳
2
一 龙

。

k :

+ l
,

k : + 3
,
k

:

+ 2 )
r

一 2 ,

因 l犷= 一 3簇1
2

( k
:

) 《 一 3二 l
: ,

故 l:
( k

;
) = 一 3

,

又 l犷二一 2 < 1
3

( k
: , k : ) < 一 2 ~ 1

3 ,

故 l
:

(k
, ,

k
:

) -

一 2
,

所以 1成滩
:

( 2
,
一 3成k : 簇 u :

( k
,
)

,

一 2 ( k ,

簇 u :
( k

, ,
孟

,
)

,

这里 2一 u 犷( u :
(k

:
)簇 u :

~ 7 / 2
,

l 二

u 3’ (
u 3

( k
l
k : ) 《 u :

= 2
。

` 二
、 . ,

~
, .

、
, . 、 . ,

I X 3 + 1
、 `

,
。

/
,

/ 。 、 l ,

~
, .

~
·

二
,

例如 当取 k
l

~ l 时
, u Z

( 1 ) = m i n {一 止二上份止 }二 2
,

得 一 3蕊 k
,

蕊 2 ; 当取 k
,

= l 时
,

由 k
,

一 l
’ ` j 厂 n

一
一
户

` 一 二 一 ” 门 `

一 ` 、 一 ` - -

一
’

一 2
’

一 ” , 一
~ 一 `

~ 一
’

一
一

p
’ 一 ` - 一 刁 ’

囚
’ 一孟

得 u :

( l
, 1 ) ~ m i n {一 ( 1 x l + 2 x l 一 2 ) /一 l }= l ,

故一 2 ( k
,

簇 l
。

如再取 k ,
一 l

,

便可得到一组半

正解 ( 2 0 2 0 2 4 3 ) , .

参考文献

1 陈光迪
.

组合优化
.

南京大学出版社
.

19 93
:

8

2 M a r s h a l l H a l l
,

J r
.

C o m b i n a t o r y T h e o r y s e e o n d E d i t io n ,

1 9 8 6
.

3 M u r r a y C
.

K e m p Y o s h i o K i m u r a ,
In t r o d u e t i o n t o M a t h e m a t ie a l E e o n o m i e s ,

S p r i n g 一

v e r l a g N e w Y e r k
.

In e ,
1 9 7 8


