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广义特征值与酉相似

李立斌 杨巧林
(扬州大学工学院

,

扬州
,

22 5 0 0 1 )

摘 要 关于拒 阵的特征值及相似理论研究橱誉深刻
,

但对广义特征谊及相似问题有 关文献

很少论述
。

本文讨论这方面的 问题
,

它在抓动理论
、

物理及其它邓域有着广泛的应用
。 丫

本文所

述数域范围为复殊域
,

如无特指
,

矩阵均为 。 阶复拒阵
,

向黄为 ,
维复向 1

。
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1 广义特征值

以下恒设 M 为正定埃米特 ( H er m i t
e )矩阵

,

A 为任一
。
阶矩阵

, x 为任一
。
维向量

,

记

A H ,

了 为其共扼转置
。

定义 1
.

1 设 A 是
。
阶矩阵

,

若存在非零向量 x
,

数 孟使得

A x ~ 泪甘￡
’

( 1
.

1 )

成立
,

称 几是 A 相对于 M 的广义特征值 、非零向量 X 称为属于 又的广义特征向量
.

式 (l
.

1) 成立当且仅当关于 义的
n
次代数方程

{之材 一 A ! ~ O (l
.

2 )

成立
.

称式 (l 碑 )是 A 相对于 M 的特征方程
. 一 ,

由定义不难得到
,

对于给定的 M
,

任一矩阵在复数域范围内恒有
。
个广义特征值 (重数按

重数计算 )
。

命题 1
.

1
一

,

A 相对于 M 的广义特征值等价于矩阵 S = 材护A M
:

的特征值
,

且与 lM 的选取

无关
,

其中 M
,

是满足 材 f MM
;
~ E 的矩阵

。

证 因为 材 是正 定埃米特矩阵
,

因此
,

存在矩 阵 鱿
,
使得 对护对河

】
~ 五

,

记 S -

材犷AM
; , u ; , u : ,

…
, u .

是特 征方 程 {妞 一 lS ~ 口
的根

,

即是矩阵 S 的特征根
,

这样有

}刀订犷材M
; 一 材犷AM

:

. 二 。 ,

化简得 }又材 一 A ! 一 。
。

这说明 iu
, “ : , ,

二
,二 。

是方程 林叼一川 ~

0 的根
,

即为 A 的相对于 M 的广义特征值
。

反之
,

设 凡
,

孟
: ,

…
,

人是方程」久M 一 A }二 O 的根
,

则有 }习订犷材材
1
一 材 f A M

;

} ~ 。 ,

即得 }妞 一 S }一 。
。

这说明 之
, , 又2 ,

…
,

凡是 S 的特征值
。

所以 S 的特征值与 A 的相对于 M 的

广义特征值一致
,

且从证 明过程可知与 lM 的选取无关
。

定理 1
.

2 设 y 是 S 属于特征值 之的特征向量
,

则 lM y 是 A 属于广义特征值 之的广义特

征向量
;
反之

,

若 y 是 A 属于广义特征值 几的广义特征向量
,

则从
` y 是 S 属于特征值 孟的特

征向量
.

证 设 y 是属于 S 特征值 又的特征向量
,

则匆 二砂
,

即
:

材犷AM
, y “ 砂

,

因此有衅 A M
: y

~ 又从
`

M口
,

亦即 A M
I少~ 入(皿犷丫

I

M王
`

M理
。

由于 材梦材拟
;
二 E

,

故 M = (材梦)
一 `

M「` ,

因此
,

有
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A从 y = 刀曦M l y
。

这说明 Ml y 是 A 属于 几的广义特征向量
。

反之同理可证
.

定义 1
.

2

由定理 L

定理 1
.

3

称向量 x
、
, 是广界正卒的

,

考孑
“

均
1及定理 1

.

2 不难得到下述事实
。

l( ) A 的属于不同广义特征值的广义特征向量线性无关
。

(2 ) 设 A 为埃米特矩阵
,

则 A 的广义特征值均为实数 ;且有
。
个线性无关的广义特征向

量
,

属于不同广义特征值的广义特征向量是广义正交的
。

( 3) 设 A 为仅埃米特矩阵
,

则 A 的广义特征值均为纯虚数
,
且有 二 个线性无关的广义特征

向量
,

属子不同广义特征值的广义特征向蜜是广义正交的
. “ 一

分

设
.

河为埃米特矩阵 (或反埃米特俗阳
,
则衅 A从二了也是埃米特矩阵 (反埃米特 ), 设

y
: ,
y
: ,

…
,

务 是 s 的
,
个单拉正交特征向量组

,

即 了的= s 。 ( i, 户 1
,

2, ” ,’ 动
。

-

由于 lM iy i( = 1
,
2

,

…
, ,
)是 A 的广叉特征向量

,

且有
:

(斌
`

lM
y `
) “ (斌

’
M

I为 ) = 盯

即 (从夕`
)
H (肘厂

, )月坷厂
,

鱿 , , ~ 次,

因此 (M口
`
) H

MM
I夕, 二 占

` ,

所以 Ml y
, ,

lM y
: ,

…
,

lM y
.

是 A 的两两广义正交的广义特征向量
。

令 x `
= lM y

`
i( ~ 1

,

2
,

… )n
,

则 才彻阮
J = 气

, x尹A二
, = 凡凡

其中 凡是对应特征向量 , 的 S 的特征值
.

若记 丁~ x(
: , x , ,

…几 )
,

则有

T “ 材1
,

= E
,

T H A T = A = d ia g (义
, ,

又
2 ,

…
,

人 )

2 广义酉相似

定义 2
.

1 矩阵 T 称为广义酉矩阵
,

如果 T 满足 T “ M T ~ E
。

定义 2
.

2 设 A
、

B 为
n
阶矩阵

,

若存在广义酉矩阵 T
,

满足妙A T 二 B
,

称 A 与 B 广义酉

椰
(相对于 M .)

「 _

定理 2
.

1 任一矩阵 A 均广义酉相似于上三角矩阵
,

且对角线元素为 A 的广义特征值
。

证 由施斜尔 (诚ur ) 定理存在酉矩阵 U
,

便得廿
月亏口为上三兔矩阵

.

其中对角线上元素

为 S 的特征值
,

取 T 一从 U 即可
。

`

定理 2
.

2 矩阵 A 广义酉相似于对角阵当且仅当 A 有
n
个广义正交的广义特征向量

。

证 油定义即得一

这样埃米特矩阵
,

仅埃米特矩阵均广义酉相似于对角阵
。

一般地有以下定理
。

定理 2
.

3 矩阵 A 广义酉相似于对角阵当且仅当 A 满足护万一 ` A 二 A B
一 I
A H 。

证 由于 A 广义酉相似于对角阵等同于 S 酉相似于对惫阵
。

因为 S 酉相似于对角阵当且

仅当
’

S H S o S S H

将 占= 衅 A材
,

代入
,

即得当且权当有
`

,

A H B
一 ’
A 二 A B

一 ’
A 衬

定理 2
.

4 设 A
,

B 广义酉相似于对角阵 (相对于 M )
,

则 A 与 B 的克罗内克 ( K or en ck
e r )

积 A⑧ B 也广义酉相似于对角矩阵 (相对于 材②M )
。

证 因为 A
,

B 广义酉相似于对角矩阵
,

存在广义酉矩阵 T
,

,lT
: ,

使得



、

第 3期 数学专辑 李立斌攀 广义特征值与酉相似
·

39
·

不布甲币布布二布不币布币币布声扁

T犷A T
:
= di ga (又

; ,

人
,

…
,

人)
`

T犷B T
:
一 d i a g ( u

, , 。 : ,

…
, “ .

)

其中凡
,

凡
,

…
,

凡 ; 。 、 , u Z ,

…
, u .

分别为 A
,
B 的广义特征值

.

记 T 二 lT ⑧T : ,

则 T伙M因M ) T =

洲拟了⑧ T 犷拟 7
, 2
~ E⑧E = E

,

且

T “ ( A⑧ B ) T ~ T梦A T
,

⑧ T梦B T
:

由于对角矩阵的克罗内克积仍为对角矩阵
,

故 A⑧B 广义酉相似于对角矩阵
,

且 A⑧B 的广义

特征值为入
。 ,
l(’

,

j ~ 1
,
.2 二 ,

动
。

3 广义特征值的瑞利表示

定义 3
.

1 设 A 为埃米特矩阵
,
x 笋 O为

n

R ( x )

维向量
,

称实数
x H A x

“

尹卫七

为埃米特矩阵 A 的瑞利商
。

瑞利商是研究广义特征值的一个十分有效的工具
.

设 A 为埃米特矩阵
,

将 A 的广义特征

值按递减顺序排列

几
:

》 凡 》 一 》 凡

定理 3
.

I R ( x )具有下述性质
:
( l ) R ( k x ) = R ( x )

,
k 为任意实数

;
( 2 )凡《 R ( x ) 《 孟: , ( 3 )

m i n R ( x )一凡
,

m a x R ( x ) 二又
, 。

二笋 o 二笋 0

证 l( )由定义即得
( 2) 因为 A 是埃米特矩阵

,

因此存在广义酉矩阵 T
,

使得 T H A T = A 二 d iag (孟
: ,

人
,

…
,

人)
。

令 x ~ 乃
,

则
。 , 一 、

一 y H T H A巧。 、

。 一 歹刃了万不于歹

y H A y

尹 y

故对任意 y 均有

一 俨 A , x H A x ,
,

.̂ 、 芯亏 ` 王刃轰石 、 入,

( 3 )取 , = ( i
, o ,

…
, o )

,

尺 ( x )达到极大值 又, ,

取 y ~ ( o
, o ,

…
, o , i )

,

尺 ( x )达到极小值
,

所以

m i n R ( x ) = 人
.

m a x R ( x ) = 几1

苦护 0 二笋 0

上述定理告诉我们
,

对于瑞利 R (x ) 只要在单位球面 x H x 一 1 上考虑即可
。

定理 3
.

2 设 x , , x : ,

…
, x

.

是 A 的广义特征值 凡扭
: ,

…
、

,

凡所对应的广义特征向量
, L x(

, ,

x : ,

…
,

为
一:
)表示由 x l , x : ,

…
, x K一 ;

生成的子空间
,

它的正交补子空间用 L
`

表示
,

则

人 = m a x R ( x )
二任气

证 因为 A 是埃米特矩阵
,

由本文 1
,

可设 x : ,
x

Z ,

…
, x

,

满足 x尸加恤, ~ 兔
,

了 A为 = 凡民
, 。

即取 T 一 x(
, , x : ,

…
, x户

,

姗
,

T H材 1
,

二 E
,

T 衬A T = d i a g (又
, ,

凡
,

…
,

凡)

· `

一赫
1

一

+xz’’’+
O X

一口
…
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R ( x )

召
`
q

(T C ) H A ( T C )

( T C ) H M ( T C )

C州 八 C

C H C

凡乙 C
,

+ … + 人己Q
百刀

,

+ … + 己C

令
a ,
=
C : C

;

+ 一 + C C
) o ,

则万
a `
二 1

。

当 k ~ 1 时
,

L
:

表示整个
n
维空间

,

此时结论为定理 3
.

1
.

当 k 一 2 时
, x 任 L

: ,

这时
` :
一。 ,

从

R ( x ) = a : 又: 十 … + a .

人簇 又:

取
“ : 一 1, “ 3

一 “ 4
一

’ ` ’

一 “

一 。 ,

可以达到 ` 2 ,

所以黔(R
` )一林 同理可证邹挤

4

灼
” 。

关于广义特征值的其它一些表示式
,

在此不再
一

列举
,

下面给出一个应用痴子
。

例 3
.

1 设 A
,

B 是埃米特矩阵
,

试证

凡 ,。

( A + B ) 异偏
。

( A ) + 幅
。

( B )

其中凡
i。

( A )表示 A 相对于 M 的广义特征值中最小者
。

证 因为

弋、 ( A + B ) 二二二 In l n

二沪 0

x H ( A + B ) x

x H卫沈
二二 n l l n

苦裤 O

三竺丝三 二 兰鱼三
x “ 材土

`

x “ 拟讼

、 、 ·

孟 2 1汤
i 。

孟 二 ,
孟

护缨 王习丽王十臀王百丽牙

一 弋
。n
( A ) 十 弋

; n

( B )

最后介绍一种求实对称矩阵的广义特征值及广义特征向量的初等变换方法
。

设 A 为实对称矩阵
,

由本文 l 不难得到下述事实
;
存在典矩僻 了

,

使褥

T
,

粼 T 一 E
,

T
`
A T ~ id a g (几

1 ,

凡
,

…
,

人)

这样 T 的第 i 个列 向量就是广义特征值 斗的特征向量
。

由此构作矩阵

l 方 A \

\ E O }

对上述矩阵中的 B 进行一次合同变换
,

对 A 亦施以同样的合同变换
,

但对
、

E 只施行初等

列变换
,

最后化为形如下述矩阵

}
￡ d`a g `“ 1 ,

人
· ”

` ·

人’

、 T O

则 T 的第 i 个列向量就是属于广义特征值 儿的广义特征向量
。
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