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析谈复合函数的极限定理及其应用
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摘 要 本丈对复合函数极限的存在性进行 了讨论
,

并以例趁说明用复合函数板限定理求帆限的方法
.
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复合函数求极限有如下定理
:

的极限 l im f [抓x) 〕不存在 (因为 il m f [袱习」= 1 x(

定理 1 对函数 y 二 f (动 处 zt 一 袱 x ) 设

( 1 u) ~ 袱x) 当 x 一 x 。

时的极限存在且等于
a ,

即 li m 袱 x ) = a

艺诗二 o

(2 ) y ~ f (动 在点 二 一 a
处连续

,

则复合函数 y

一 f 〔抓 x ) 」当 x
~

x 。

时的极限也存在
,

且

l im f [袱 x )〕 = f [ lim 帆 x ) 〕二 f ( a )

~
1 0

~
二 o

在一般高等数学教材中
,

对此定理均给出了证明
,

这

里从略
。

1 改变定理 1 中的条件
,

谈复合函数极限的

存在性

由定理 1 知
,

对于任意给出的两函数 y = f ( u)

与 。 = 抓 x )
,

如能满足条件 ( 1) 与条件 (2 )
,

则复合函

数 f[ 杯二 )〕的极限一定存在
。

下面我们改变定理 1 中

的条件
,

进一步讨论复合函数极限的存在性
.

1
.

1 如条件 ( 1) 不变
,

将条件 (2 )改为
“
函数 y ~ f

(动当 。
~

a
时的极限存在

” .

这时复函数 f 〔抓 x )〕极

限是否存在? 极限 il m 兀抓x) 〕
、

il m f (动以及函数值
召 . 气

. ~ `

三者之间关系如何? 下面以例题来回答上述间题
。

例 1 设

二一二 0 召 . .

勺

一

六
,而魏兀吩

,〕 1
、

_ 。 一 ~
、

= v 气二 买 于二少 ,

一石
.

小阅护夕
。

j 、 几

例 2 设

, , 、 _

l。
y 一 J 、 “ 夕 一 、

气1

“ 沪 0

“ = 0

帆 x ) 一 o x 为一切实数

显然 l im帆 x ) ~ o 存在
,

即满足条件
「

( 1 )
,

并且有

h m f u( ) 二 o 也存在
,

即满足修改后的条件 (幻
,

这时

复合函数 f [抓
x )〕 ~ 1的极限 il m f 【抓二 )〕 ~ 1存在

,

盆~ 0

由l i m f (二 ) = o
,

f ( o ) ~ 1
,

可知

li m f [杯 x )〕 二 f ( o ) 护 li m f ( “ )
盆确 0 . ~ . 0

例 3 设

y = f ( u )
y 笋 O

郎 = 0

一一

赵1ǔI

、
X

一一帆

显然复合函数

f[ 帅
)〕一 }

x ’ `

却
I X 二 O

, 一 , (。 ) 一
}
“

气1

u
笋 0

肠 = 0

1
之 S l n —X

x 护 0

x 二 0

!
、 |L

一一
、 J

工抓

显然 l i m沪 ( x ) = o 存在
,

满足条件 ( 1 )
,

且有 li m f ( 。 ) =
金一 Q ` 一 0

o 也存在
,

即满足修改后的条件 ( 2 )
,

但复合函数

{
x s

i
。
工

f 〔甲̀ X ,〕 一 }
,

`

L
上 艺

二 、 。 ,二 、
六

_ 。 , , 一

六
( K 为非零整数 )

的极限存在且 li m f [抓 x )〕~ o
,

而 f ( o ) 二 1
,

l im f ( 。 )
二~ 曲 0 . 叫 .

0

~ 。 。

所以
,

该例反映了另一种结果
,

即

li m f [抓 x )〕 二 l im f (二 ) 护 f ( o )
二一 0 . 一 O

由以上例题分析可知
,

减弱了定理 1 中的条件

( 2) 后
,

复合函数的极限未必存在
,

即使复合函数的

极限存在
,

也不可以随便用结论中的公式计算极限
。

这是因为 y = f ( u) 可能在
。 = a

处不连续
,

而使得

l im f ( u ) 铸 f ( a ) 的缘故
。

甘 ~ a o

1
.

2 如果极限 lim 袱二 ) 不存在
,

y 一 f (二 ) 在 。 一 a

~
二 0

处不连续
,

即定理 1 中的条件都不满足
,

那么复合函
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数的极限是否存在呢 ?

例 4设
二

为有理数
u

为无理数
x为有理数
x为无理数

l
才

1r
.

l、

l
y =f ( u) =

“ =抓 x ) =

显然对任愈点 x。
极限 li m抓 x )都不存在

,

且 夕 = f

护
召 0

( , )在任意点都不连续
,

但是
,

由于 x 无论取什么数 “

值都是有理数
,

故得 y = f 印 ( x )〕= 1
,

因此极限

li m兀袱
x )〕 = 1

二 . 苦 0

存在
.

也就是说
,

不满足定理 1 中的条件时
,

复合函

数的极限还是可能存在的
.

因此
,

可以说定理 1 中的

条件并不是复合函数的极限存在的必要条件
.

2 依据定理 1 中的结论
,

谈求复合函数极限

的方法

如果复合函数满足定理 l 中条件
,

那么复合函

数的极限就可用结论中给出的公式进行计算
。

从公

式的形式看
,

这时符号h m 与 f 就可交换顺序
,

这给

极限计算带来了方便
.

现以下面的例题给予说明
。

定理 2 设 il m抓 x ) = a ,

il m f (动 = A
,

且当 x 护

~ xo
. ~ `

x 。

时抓x )护 a (至少在 x 。

的某一个邻域内 )
,

则有

1i m f [喊 x ) 〕 = l im f ( u ) = A

~
二 0 . ~ `

证 因为 ll m f( u) 二 A
,

所以对任给的 。 >
。
总

口
门
曰 .召

存在甲( 。 ) > o
,

当 o < l
u 一 a

} < 甲时
,

恒有 If (二 ) 一

IA < 。 ,

又因为 il m 帆x ) ~ a ,

所以对此 甲> 。 ,

必存在
. j 苦 0

古钾 ( ` ) ) > 0
,

当 o < }x 一 x 。

} ( 占时
,

有 }抓 x ) 一 a

l

< 叭且 。 < }帆x) 一 司 < 叭故当 。 < }x 一 z 。

} <

古时
,

恒有 】f 〔叫x
)j 一 A } <

。 ,

此即

il m f[ 袱 x) 〕二 A

~
二0

需予指出
,

定理 2 中的条件也不是复合函数极限的

必要条件
,

并且当 il m抓 x ) ~ co
,

il m f ( x ) = A 时
,

该
~

苦。 .冲 .

结论仍成立
.

定理 2 可提供复合函数求极限的一种方法
,

即

变量代换法
。

例 5 求

, .

r l n ( 1 + s in x ) 二

u m L
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,
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廿组了 IT’ 异 l l m 气下二二一一 L抓
+ n
郁足 日照狱 夕

~
, 7 x 一 1

解 令
。 = x 六

,

显然il m 。 二 1
,

于是由定理 2得

解 应用定理 l 同时注意当 x , 。时
,

is xn ~ x 。

原式 = il m
臼~ 1

原式 一织奋
1n l( + S in 二 , li m

矿 一 1

“ . 一 1

(“ 一 1 ) (忍一 ’ + “ 一 2 + … + 1 )

( u 一 1 ) ( u

一
, + u

一
: + … + 1

= li m ln ( i + : i n x )奋

= In [ li m ( i + s
i

n x )奋j

二 In [ l im ( 1 + x )奋〕

= In e = 1

li m ( e o s x )流

例 8

解

计算 li m ( 1 + 3 t g x ) et p

令
“ , e t g x ,

li m e t g x ~ co 应用定理 2

3
、

11 111灭1 寸
.

— 少
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例 6 计算

解 由 1i m

~
o+

「f二 i 、 号
“

一恤日
` 十酬

L t 3 J

讥
。 。

万
( e o s x )盗 一 。 ,· 《

二
)

盗 一 。
斋

,

一
二

计算

令 二 = 了丁
~ ,

则 il m 了蕊
~

~ 。 ,

据定理 2

例解

式,!原

根据定理 l
,

同时注意到应用罗必塔法则
,

则

原式 = il m e

盗 ` .Oz 二 。

概
4

黯
= 司乌盗

· `一

器
,

~ 。 。 = 1

因为在许多情况下
,

复合函数的对应关系 f 不

很
“
明显

” ,

所以直接利用定理 1 中的公式计算复合

函数的极限往往 比较困难
。

下面改述定理 1
。

2 . 0+

原式 = lim ( e o s 。 )一 2

`一 。 +

= l im
. 、 o +

-

[ : + (
e o s 。 一 1 )」石石̀ {不
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