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等式和不等式的概率证明
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·

在近几年的教学过程中
,

发现概率论独特的思考方法在等式和不等式的证明中有着特殊

的作用
,

并且对有些间题的证明显然比其它的证法简洁
。

本文运用概率的有关性质和结论
,

证

明几个等式和不等式
。

1 等式的证明

利用概率证明等式的主要思想是构造古典概率模型 (一般多为摸球间题 )
,

并计算有关事

件的概率
;
同时还用到如下的几个概率性质

( l) 独立性
。

若事件 A
; ,

A
Z ,

…
,

A
.

相互独立
,

则有

P ( n A
`
) 一 n P ( A

`
)

亩一 1 1二 1

( 2) 可加性
。

若事件 A
, ,

A
: ,

…
,

A
二

两两互斥
,

则有

P (艺 A
`
) 一 万 P ( A

`
)

i ~ 1 1= 1

若事件 A : ,

A
: ,

…
,

A
。

两两互斥
,

则有

P (艺 A
`
)

i~ 1

( 3) 设 泞为离散型随机变量
,

其分布律为

一 万 P ( A
`
)

则有

P 〔宁= a 苦 } = P ` , i = l
,

2
,

…

艺 P
`
~ 1

1. 1

命题 1 设 抓n) 表示不大于
n
且与

n
互质的正整数的个数

。

证明喊n)

其中乘积是在所有除得尽
n
的质数 P 上取的

。

证明 考虑这样的问题
,

自数 1
,

2
,

…
, n
中随机地取出一个来

,

计算它与

一
, ,

1
、

一 九 1 1气1 一
甸

叮 .

少
一 一 P

我们知道
,

任一个 自然数都可以分解成若干个质数的乘积
,

因此可设
n -

互质的概率
。

对
,

川卜二对
: ,

其

中 P
: ,

P
Z ,

…
,

P
,

均 为质数
,

k : ,

k Z ,

…
,

k
,

为正整数
。

又设

A ~ {从 l
,

2
,

A
、
= 弋从 1

,

2
,

二
’ , n

…
, n

中任取一数与
, : 互质 }

中任取一数与 P
`

互质 }
,

i l
,

2 …
, S

则显然有

A 一 A 」A Z ,

…
,

A
,

一 「I A
矛一 l

又 A , ,

A : ,

…
,

A
,

相互独立
,

从而有
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尸 (A ) 一 尸 (且 A `
) = n 尸 (A

`
)

亡二 1 ` , 1

先求 尸 ( A
、
)

,

易知基本事件总数为
n ,

而除了 尸 ,

的倍数之外的其它数均与 尸 ,

互质
,

故 A
,

中所

含的基本事件的个数为 ” 一不
,

所以由古典概率计算公式知

。
, 、 、

1
, , : 、

厂 气六
一少 = 一 气n 一 丁一 少

n P i

l

一 1 一 —
P 1

同理可得

尸 ( A
`
) 一 1 一 一 2

, 3 ,

…
, s

1一丸

于是

尸 ( A ) 尸 n 尸 ( A
`
)

石
, .

1
一 1 1 叹1 一 下

叫

`二 I P 矛

另一方面
,

因为 抓 )n 为不大于
n 且与

n 互质的正整数的个数
,

所 以又有 尸 ( A ) -
甲( n )

n

,

从而

抓 n )

n

抓 n )

一

立
( ` 一

会
)

一 ,

鑫
(` 一

去
)

命题 1得证
。

命题 2

证明

矛 - 一一一一卫一 - -一一一
一

杀纬 ( k + l ) ( k + 2 ) (k + 3 )

1

l 2

考虑这样的问题
,

若一个 口袋里有一个黑球
,

一个红球及一个白球
,

现随机从袋中

取球
,

每次取出一个
,

取后放回
,

且再放回袋中一个红球
,

依次进行
,

求取出白球比黑球早的概

率
。

设 A = {取出白球比黑球早 }
,

A ,
一 {前 k 次都取出红球

,

第 k + 1次取 出白球 } k( 一 。
,

1 , 2
,

… )
,

显然
,

A
。 ,

A
, ,

A
:

… …两两互斥
,

且艺 A
, ,

所以

尸 ( A ) 一 P (万A
,
) ~ 艺尸 ( A

。
)

止二 0 泛~ 0

2一l 4一3
一一

l一41一3
一一由古典概率计算公式易得 尸 ( A

。
) -

1 ~
, , 、

万
, 厂 戈六

, ) … …
,

P ( A
*
)

k

咦
-

干厄
`

1

k + 3

2

( k + 1 ) ( k + 2 ) ( k + 3 )
, . 奋 ,

…
,

于是

P ( A ) 一 艺尸 ( A
,
)

五宫 0

2

( k + l ) ( k + 2 ) ( k + 3 )
+十

l一i 4一3
+

1一3
一一

1
.

杀 2
~ 育 十 山 7 r , 产下戈下王, 下二不不了一产花灭

O 众~ 1 \ 尤 , ~ l j 、入 万一 乙 j 戈人 , 厂 0 声

同理可得

n
,

一
、

1
.

若
、

2
l ,

L六 ) ~ 兀二 ~

廿
曰

乙 丁万 , 一下一了芍万万一下一下二丁丁于一 下
.

二万又

j 资二主 气祀 ,
~ 1 夕又祀 州一 乙 少气忍 ~

针 J 少

因为 。 ( , )十尸 (、 )一 1
,

所以号
+ 2

乡
2

( k + l ) ( k + 2 ) ( k + 3 )
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矛
-

-
-

一
1

一
-

一一在谧 ( k + 1 ) ( k + 2 ) ( k + 3 )

1

l 2

命题 2 得证
。

命题 3 若 N 妻m 》 l
,

试证明
, .

N 一 m
.

( N 一 m ) ( N 一m + 1 )

二
( N 一m ) … 2一 I N

( I ) 1 + 认一于 + 之二母不二专兴二犷二认井乙 + … +
~

六笋一一= 丁二一关一 ~ 二` ’

N 一 l
’

( N 一 l ) ( N 一 2 )

”
( N 一 l ) 一 ( m十 l )优 m

二 N 一 m m + 1
.

( N 一m ) (N 一m 一 1 ) 仇+ 2

二
( N 一m ) … 2 一 1 N N

( I ) 1+ 二坛拼
·

一
+ 二二一二= 异卜` 二一兰

·

一
+ 一 +

止
兰一子未七子- 二

·

二 二兰
N m

’

N
Z

m

”
N 入一 `

m 一 m

, 二 、 , .

N 一 m m + 1
.

(N 一 m )
,

m + 2
,

( N 一协 )
3

m + 3
.

N
( 皿 ) 1 + 笼二一于

·

一
十万汽共下汗六下

; ·

-
+ 二六下兴令六共令二六

~

下
·

一
+ … 一 =` 一 ’ ` ’

N + l m
’

( N 十 1 ) ( N + 2 ) m
’

( N + l ) ( N + 2 ) ( N + 3 ) m
’

m

证明 考虑这样的问题
:

若一个 口袋里有 N 个球
,

其中有 m 个黑球
,

按如下三种方式取

球
,

( l) 每次取出一个
,

依次进行
,

取后不放回
。

( 2) 每次取出一个
,

若不是黑球
,

则再放回袋中一个黑球
,

依次进行
。

(3 )每次取出一个
,

取后放 回
,

若不是黑球则再放回袋中一个黑球
,

依次进行
。

设 登表示每次取到黑球所需次数
,

则 右是一个随机变量
,

试分别求在上述 3 种情况下 宁的

分布律
。

先考虑 (1 )
,

显然
,

妥的取值为 1
, 2

,

…
,

N 一 m 十 1 事件 (登一 k }
,

表示前 k 一 1 次没有取到黑

球
,

而在第 k 次才取到
,

所以

尸 (泞一 k} -
N 一 m

N

N 一 m 一 1

N 一 l

N 一 m 一 K + 2

m 一 K + 2

,陀

N 一 k + 1

k 一 1
,

2
,

…
,

(N 一 m + 1 )
N 一价 + 1

由分布律的性质 艺 尸任 = k} 二 1得
云二 1

m
、

N 一 m m
,

N 一 m N 一 m 一 1
下下 州一 一一万万一一

.
目

r 井
~

-
万 ,

针 一
下下一 -

. 一~ 一于下一 - -下尸 - 一
.

I V i V 止V
一 1 I V I V 一 1

九

N 一 2

ó .工

一一
l一斑N 一 m

十
’

二 十 - 一下 7 一 - .

ZV

N 一 执 一 1 2

N 一 l m + l

N一执
一一

两边同除以升
,

得

`

尸责
竺 十 竺丈彩绍漪

…
竺责

12 十 … + (N 一 仇 .) 二 2 一 1

( N 一 1 )… ( m + l ) m

命题 3一 l 得证
。

分别考虑 ( 2) 和 (3 )
,

仿上可得命题 3一 l ,

3一 班
。

2 不等式的证明

利用概率证明不等式
,

主要思想是假设随机变量服从某种分布 (一般为常用分布
,

如均匀

分布
,

二项分布
,

泊松分布和正态分布等 )
,

再利用两个重要不等式
。

2
.

1 詹森不等式

设 宁为随机变量
,

若 f x( )为凸函数
,

则有

f ( E匀 ) E 〔f (子) j

若 f ( x )为凹函数
,

则有

f ( E 子) 镇 E 〔f (泞) ]
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假设上述数学期望都存在
。

2
.

2 柯西一许瓦尔兹不等式

设 右
、

专为随机变量
,

则有

〔E (泞夕) j
’
簇 E (誉

,
) E (护)

假设上述数学期望都存在
。

命题 4 (平均值定理 )

设 x : , x : ,

…
,

几 为
n
个正数

,

则有

1
,

…
、

~

一 LX I

十 x Z

--t
. ’ .

一 x
月 j `卢

n

证明 设泞为取值 x l , x : , 二 ,x
。

的离散型随机变量
,

其分布律为 {P 泞一 几 )
l

一 — , 左

n
= 1

,

2
,

…
, n ,

易知 E奋
一

客告
介 一

告x(
!

十 ` 2

+ 一 + x
,

)
,

因为 In x 为凸函数
,

由詹森不等式有

In ( E 子) ) E ( In 奋)

所以

由 I n x

,n 〔告
(X

l

+ X Z

+ … + 二 ,〕妻
愈告

` n X*
一

告
“ n X I

+ ` n X Z

+ … + ` n X
·

,

告
`。 (X

! X扩
一

,

) 一 ,。 ( X
l
x

Z

一二 ,告

的单调性有

1
, , 、 、 、

~
, 、

三
月

厂一一一一
万 气xl 十 几 十

’
“ 十 几少卢 、 xl 几 ”

’

几夕 “

一 v xl 几
`

” 石

命题 4 得证
。

命题 5 设 , (二 )在 〔一 ” 〕上 有 二 除 导数
,

且 尹 ( X ) 镇 。
,

证 明
艾
f (X ) d二 、 (” -

、 , , a + b
、

口 少J 气
目一 - 丈

- 夕
乙

证明

来考虑
。

此题一般的做法是用 , (? )在
宁

处的泰勒公式来证明
,

比较麻烦
,

下面我们这样

设 泞为服从〔a ,

习上的均匀分布
,

即其分布密度为

1 / /
,

歹二舀
a 飞 x 飞 U

0 其它

/les
J
、 |
se
、

一一
、 .产

工抓

。 ` _ 。 .

1
,

劲翔 乙心= 下 La 十。 少
`

因为尸 ( x ) 镇 。 ,

所以 f ( x )为凸函数
,

故 由詹森不等式
,

有 E 〔f (句 j 镇 f ( t匀
,

从而

份 , , 、 、 ,

「` 1 , , 、 .

, ,
{

a + 酬

J
一 _ 了` x) 扒 x 少d x 一 J

。

万二石了 L x ’ xO 策 少

}- 乏一
~

)

+一2

{
。 `
f ( X ) d X 簇 (“

一
, f (任



盐城工业专科学校学报 1 9 95 年

命题 5 得证
。

命题 6
~

。 。 、 . ,

_ _ _ 、 1 「+ ’ _
经

:
.

/ 1

址明兰 x 户 U 盯
,

一二= ! e Z

盯 簇 下节一
-

1
了 2才 八 1 宁 工

-

证明 由不等式左边积分类型
,

不难想到
。

设 妥服从标准正态分布 N ( 0
, 1 )

,

即其分布密度为 抓 x )
1

丫厄牙

。 一

髻 co < x < + co

易知 E 宁-
1 ,

因为 。 一 女 一书 {
+ 一 et 一

钻
, ,

所以

了 2汀 J 一 二

1 「十二 ;
. 、 _

止
,

~ 1 介
, . 、 _

亡
, .

x -
门

7云 J一
气万 一 x , e ’ “ `

护 7薪 J一
气若 一 工 , e ’ “ `

从而

0 , a Z

登=

x 簇
1 介

,
_

、 _
亡

,

1 「+ “
,

_

、 , 、 _
亡

,

下爵 J一
叹x 一 ` , e ’ “ 忿 一 下茄 J一

、 x 一 乙 , u 、 x 一 ` , e ’ “ ` ( , )

其中 u( x 一 )t 为阶跃函数
,

即

XX簇>
ō
工0

u ( x 一 t ) =

因 x > 0, 将 ( , )式两边平方得

扩 簇 [
1 「+ 一

, 、 , 、 一
止

.

,

7云 J一
灭x 一 才’ u 气x 一 ` ’ e ’ “ ` J

`

= {E 〔 ( x 一 泞) u (x 一 右) ] }
2

由柯西一许瓦尔兹不等式
,

有

x ,

镇 E 〔 ( x 一 言)
2

〕E [ (
u ( x 一 泞) )

’

〕

一 E `X Z
一 ZX ` + ` 2

,
·

念丁士孙 一 ,〕
2

一譬`
!

一 ` X’
一 ZX“ + “

即念仁
_ e一

;at

因为 E宁 ~ 护泞十 ( E匀
“
~ 口 2

泞~ 1
,

所以
,

, 1 「二 _
亡

,
_

` ’

成
赢 J一

e 一 ` dt “ ` + ` ”

故

l rz
_
止

:

~ 扩
- - 吮二二 1 e Z a t 砚

多 竺 - -气 - 一 - - 言

了2二 J - 、 一

1 十 x’

从而

1 份` _

止
: .

1 介 止
,

,
.

扩
- , 二二二 l 巴 Z Q t 一 1 一

一一二二二 l 己 Z Q t 芝尧 1 一
丁于一产一一花

了2介 J
`

了 2汀 J
-
-

二
一

1 十 x’

1

1 + x Z

命题 6 得证
。


