
微 元 法 新 论

— 兼论《高等数学及其应用》教材的使用效果

苏永法

( 南京机械高等专科学校
,

南京
,

21。。1 3)

《高等数学及其应用》是南京机械高等专科学校机制专业
“

小范围
,

大福度
”

教改试点 (于

1 990 年经省教科所立项
,

19 94 年获国家教秀批准 )系列教材之一
,

已连续试用了 5 届
。

这套教

材于 19 9 5 年 5 月被机械工业出版社列入选题计划
,

定为 1 9 9 6 年秋季供书的教学用书
。

本文简

介《高等数学及其应用 》教材的使用效果
,

着重探讨教材所采用的微元法的特点
`

1
.

《高等数学及其应用墩材的使用效果简介

使用本教材的教学效果可由以下事卖反映
。

第一
,

将数学与应用相结合的教学很受学生欢

迎
.

学生普遍反映
,

数学课上学的各种微积分的物理意义
、

各种建模的思想方法
,

对他们学习工

程原理课大有帮助
。

第二
,

担任本试点斑的专业基础课和专业课的老师普遍肯定本课程的改

革
、

他们在教学中发现试点班的学生比普通班的学生对工程原理的理解力有明显的提高
。

第

三
,

19 94 钾 1夕9 5 学年
,

我校举办全校本
、

专科纯数学混合竟赛
,

试点班参赛学生中有一名夺得

全校第一名
,

获一等奖
,

还有一名学生获三等奖
。

后来我请夺得全校第一名的学生介绍应试措

施时
,

他说
: “

我什么参考书也没有看
,

就看《高等数学及其应用 》这套教材
,

不过去年学习的上

册
,

这次又看了三遍
” 。

以上三个事实
,

说明了本教材将
“

数学的应用教学
”
和

“

数学的基础教学

(数学的素质教学 ) ”
在大专水平的教学上得到了新的统一

本教材不是在传统数学教材上加几个数学应用的例子
,

而是在全教材通过大量应用微元
法

,

对数学及其应用在天专水平的赛学上进行融合 (相互渗透
,

密切结合 )作新的尝试
。

这也正

是本教材为了在有限的教学时数内既要增加大量的工程 (原理 )应用题材
,

又要保住必要的数

学基础所采取的重大措施
.

2 《高等教学及其应用》教材中的微元法

本教材 中的微元法是根据工程学家的数学 思想提炼出来的
,

有别于 目前教材上所见到的

微元法
,

故名为微元法新论
。

微元法新论
,

新在何处 ? 本教材中的微元法对用微元法求导
、

建立积分式
、

建立微分方程
,

对用微元法研究微积分的其他问题 (如弧微分公式
,

函数的升降
,

凸凹等等 )给出了统一的思考

友法
。

因而
,

本教材的微元法是贯串教材始终的研究数学及其应用的主要方法之一
。

而 目前一

些教材上
,

当用微元法建立积分式时
,

用函数 y 一 f ( x) 在子区间L
x

,
x + d习 上的增量△y 的线

性主部 d y 一 广 x( d) x 去近似代替增量
,

即 △y 、 f( x) + 尹 x( d) x … ;
当用微元法建立微分方程

时
,

又将函数 f ( x ) 在点 (x + d x ) 上进行泰勒展开
,

再略去泰勒级数中的二阶以上小量
,

取近



第 3期 数学专辑 苏永法
.

微元法新论

似等式f (
x + dx )“f (x )十 尹仕 )dx

。

这就要求函数在所论的区间上 n (十 l )阶可导
,

未免太

苛刻
.

另外
,

在应用中常遇到几个函数积的问题
。

在这种问题中
,

几个线性近似函数积的展开式

中又出现了高阶小量
,

因而又需略去
。

这种一而再
,

再而三地略去高阶小量
,

往往使读者误认为

微元法是一种近似方法
。

也许微元法有此
“

缺点
” ,

因此目前在工科数学教材中
,

微元法的应用

相当有限
。

为了使微元法新论表述更为简明直观
,

本文先提一下关于无穷小量的非标准分析概念
。

目前
,

国内外非标准分析的流派很多
,

在众多流派中
,

我最欣赏哈尔滨工业大学的王泽汉

教授运用辩证逻辑提出的非标准分析关于无穷小量的学说
,

请参见《数学分析基础 》 (黑龙江科

学技术出版社出版 )
。

上洲
1一16’对于数列

但永远达不到 。
。

1 1 1
1 ’

万
’

万
’

百
一 其中 x

一击 随着
。
增大

,

越来越接近于 。 ,

乙

王泽汉问
: “ 二

、 :

一

声永远达不到 “ ,

它究竟达到什么 ?
·

他答
: “ X

二

最后达到 。一
。

并提出了

x
,

的终值概念
,

记 if n .x = 0
.

( > 0)
。

if n 意为最终
。

王称 。
`

为无穷小量
,

并将 !。
`

1定义为大于 。又小于一切正实数的数
。

这里需作三点注释
:

第一
,

符合该定义的无穷小量不止一个
,

有无穷多个
,

王均以 。
`

表示
。

第二
,

显然该定义违背形

式逻辑
。

因为小于一切正实数的最大的数为 0 ,

怎么 o > ?0 但根据类似上述数列的发展
,

辩证

逻辑承认定义中的矛盾判断是真实的
。

在近代非标准分析中
,

这个形式上的矛盾是通过将实数

系扩充为超实数系来解决的
.

在王泽汉笔下
,

若变量 △ 趋于零的终值 if n

酝 = o
` ,

则无穷小量
*

_ _

, , 二
」 _ 。 。 」 _ _ 。 .

去公七口二二` 宫 d y , 水二 `
」 _ _

部 曰
、

、 。 二 *
.

,
、

二 按一
, 、 ,

, 。
二卜

` 记为 d x ,

即 d x 二 “
’ ,

在莱布尼兹的微商器概念中的 dx 就是这种无穷小量
·

第三
,

以现代非

标准分析的观点看
, 0为一切 。

.

的标准值
。

0亦为无穷小量
,

但王泽汉认为 。为静止量
, 0

`

为动

态量
。

应当指出
,

无穷小量 0
.

的这种
“ o 与非 。 ”

的矛盾对立统一性
,

正是工程学科中所取微元体

的空间性质的反映
.

例如
,

在研究梁的弯曲变形时
,

沿着梁的中性轴线
,

从点 x 取出的微元梁

d x ,

其位置只能在点 x 上
,

其大小具有零的性质
。

但所取的微元梁 d x 又必需具有母体的弹性等

宏观物理性质
,

因此
,

其大小又必需具有非零性质
.

在物理上讲
,

在 d x 的长度内大约需要排列

10 10 个原子
.

因此
,

非标准分析对无穷小 0
.

的认识是工程学中所取微元体大小的客观反映
。

最后要说明的是在本教材中没有使用非标准分析的术语
,

这是接受我的一位老师根据目

前国内大学数学教学的实际情况所提建议
,

因此
,

教材中的无穷小量概念仍为趋于零的变量
.

3 微元法新论及必要的非标准解释

3
.

1 关于邻点概念及其非标准解释

定义 1 相距无穷小的两个点称为邻点
。

邻点概念已见于理工科大学多种教材
。

例如
,

〔日〕佐佐木重夫著
,

苏步青译《微分几何 》 中
“

切线是通过曲线上两个邻点的直线
” 。

在 力学教材上
,

将分别过两邻点的平行平面称为相邻的

两平面
。

引用非标准分析概念
,

那么在一维空间中
,

点 x 的邻点就是 x + o
` ,

它是流变量 x ,

一 x

的极限中
,
x ,

所能达到的
“

终极位置
” ,

我们将 x + 。
`

称为 x 的左邻点
,
x 十 毋 为点

:
的右邻



盐城工业专科学校学报 1 9 95年

点
。

在工程学中
,

常将 x 的邻点记为 x + d x 一
_ . ,

`

~ d x , _
.

d x
, , _ 、 . ` _

_

有 盯也竹 x 一 二丁 相 x 十 下
,

作为邹点
。

乙 乙

3
.

2 关于等价相等概念

定义 2 若在无穷小区间〔x
, x + d x 〕上两个变量 A (d x )

,

B (d x) 同号
,

且

A 一 B
~

习妥一 ~ O,
A 一 B

d x
一 。 (无穷小 )

则 A 与 B 在〔x , x + d x 〕上等价相等
,

记为 A 二 B
。

例如
,

由微分学可知
,

若函数 y 一 f (x ) 在点 x 可微
,

则

f ( x + d x ) 一 以 ( x ) + 尹 ( x ) d x 〕
d x , O ( l )

由定义 2可知 f x( + d x ) 一 f x( ) 二 尹 x( d) x ( 2)

不难证明式 (2 )两端恒为同号
,

即使在应用中两端减去等量后
,

仍为同号
,

符合定义 2
。

在应用中
,

本教材采用工程学惯例
,

将等号
“
~

”

代替等价相等号
“
二

” ,

于是式 ( 2) 写成

f ( x + d x ) 一 f ( x ) = 尹 ( x ) d x ( 2 )
`

式 ( 2)
’

的几何直观意义是在 x[
,
x + d x 〕上 曲线已转化为直线

。

另 一方面
,

由微分学可知
,

等价等式 ( 2)
`

是由略去高阶无穷小 O (d x ) 获得 的
。

因此
,

我们

可凭在极限变化过程中
,

高阶无穷小比低阶无穷小趋于零的速度快这一直观意义
,

又可将式

( 2)
’

看作极限水平上的等式
,

或省略了极限号的等式
。

3
.

3 关于微元概念及函数的微元结构

定义 3 变量的无穷小变化单元称为该变量的微元
。

设 ( x + d二 ) 为点 x 的邻点
,

则 d x 为 x 变化的无穷小变化单元
,

因此称 d x 为 x 的微元
,

称

〔x
,
x + d习 为微元区间

。

式 (2 )
,

表示 ,d y 一 f’ x( d) x 为函数 y 的无穷小变化单元
,

故称 d y -

尹 x( d) x 为函数 y 的微元
。

工程学上还常使用等价等式

f ( x + d x ) ~ f ( x ) + 尹 x( d) x (2 )
”

将式 ( 2 )
”

推广到多元函数时
,

有等价等式

f (X + dX ) 一 f ( X ) + 7 f (X )
·

dX ( 3)

式中 X 一 { x
,
夕

,

…
, z }

尽管式 (2 ) 成立的条件只需 尹 ( x) 存在
,

但实际应用中函数微元 d y 一 尹 ( x )d x 的结构是

连续函数尹 (x ) 与自变量微元 d x 之积
。

由此结构可知
,

只有光滑函数
,

才能取其微元
。

工程学

中的函数
,

或者是光滑的 (包括分段光滑 )
,

或者可假定是光滑的
,

数量很多
,

故在工程学中大量

采用微元法
。

将 d y 看作函数 y 的微元
,

这一数学思想的重要实用价值还在于在应用中
,

往往函数 y 是未

知的
,

因此无法求出它的改变量勺 一 f( x + d x ) 一 f x( )
,

亦即无法用极限方法求其导数
。

但人

们能根据 已
_

掌握的知识正确地写 出它的微元 d y
,

工程学上常通过下面的式 ( 4 )
,

求出未知函数

的导数
。

3
.

4 函数的微元变化模式

定义 4 设函数 y ~ f x( ) 光滑
,

当 自变量 x 变化一个微元 d x 时
,

函数 y 也变化一个微元

d y 一 尹 ( x ) d x
,

这称为函数的微元变化模式
,

其变化率为

j’’ ( x ) -
d y (因变量的微元 )

d x ( 自变量的微元 )
( 4 )
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微元法新论
.

1 8
.

.减白` ` ` ` 函` ` ` ` ` `

-
`

显然式 () 4与中学物理中讨论的均匀变化过程的变化率公式十分相似
。

可见在徽元止
,

昨

均匀变化 已转化为均匀变化
。

于是可在微元上使用中学物理公式中的物理概念来研究大学课

程中的一些非均匀变化问题
。

这一数学思想方法易为学生理解和掌握
,

这就是我们之所以能在

数学课上讲大学应用间题时与中学物理接轨的道理
。

这种教学法在普遍削弱物理理论课的工

程专科教育中具有普遍的实践价值
。

3
.

5 微元法新论中的推理逻辑

定理 1 设 A
、

B 均为仅与 x 有关而与 d x 无关的实数
,

且 A
、

B 在微元区间〔x
, x + d x 〕上

等价相等
,

A 二 B
,

则 A = B 精确成立
。

证 (用反证法 ) 由实数绸密性理论可知
,

若 A 与 B 在微元区间x[
, x + dx 〕上非精确相

等
,

则 ( A 一 B ) 是一个不等于零的实数
,

不是无穷小
,

因而

A 一 B
一习万一 ~ oo

即 A 与 B 非等价相等
,

与题设相矛盾
。

定理得证
。

定理 2 设函数 y 一叭 x ) 可微
,

又 A
、

B 均为仅与 x 有关而与 d x 无关的实数
,

若在微元区

间〔x
, x + d x 〕上存在两个微元等价相等

,

A d y == B d x ,

则 A d y 一 B d x 精确成立
。

证 因为 A d y 二 B d x
,

又 d x 举 O
,

所以

业 _
`

旦
d x 一 A

二 、
, , 、

二 、 d y 曰 二咎
` 、 *

, 卜 协
,
曰币 ` 二二 , 、 ,

山 * 。
,

二 、
田众 、 任少从川

’

而 龙幽狱 y 则义沁竿
’

龙头狱
。

lrj 以 田正理
上 川 刘

从而

证毕
。

业 ~ 旦
d x A

A d y ~ B d x

精确成立

也精确成立

由定理 1 和定理 2 可知
,

微元法新论中的数学推理逻辑是
: “
由等价等式推 出的等式仍为

等价等式
,

但 当推出两个徽元等价相 等
,

或两个实数等价相等时
,

该等价等式即为精确等式
” 。

这就是用微元法求精确解的基本原理
。

由该原理易知
,

在应用 中将等号
“
~

”

代替等价相等号
“
==

” ,

不仅不会引起混乱
,

而且是极为方便的
,

全部工程学实例也证实了这一点
。

3
.

6 微元区间 〔x
, x + d x 」的非标准解释

微元分析法为什么是与极限方法等价的精确求解方法 ? 因为在微元区间〔x
,
x + d x 」中实

际上只有一个实数点 x
。

这只需根据莱布尼兹的观点
,

用王泽汉的符号
,

令 d x 一 。
` ,

于是微元

区 间〔二
, x 十 。

’

] 中只含一个实数点 x 的直观意义就显得十分清晰
。

因此
,

微元区间〔x
, x 十

d x 了是退化为一点的子区间
。

这句话同样是一种矛盾判断
,

只有辩证逻辑才能确认它是真实

的
。

但是从近代非标准分析的观点看
,

也是不难理解的
:

说〔x
,
x 十 d x 」是一个

“

点
” ,

是因为它

只含一个标准点 x ,

说仁x
, x + d x 〕是一个区间

,

是因为它除含有一个标准点 x 外
,

还含有无穷

多个非标准点 x + 0
’

( 0
’

有无穷多个 )
。

由于微元区间〔x
,
x 十 d x 〕具有

“

点
”

和
“
区间

”

的双重

性质
,

因此
,

可使用等价等式来研究函数在微元区间上的变化
。

在微元分析的推演中
,

使用等价

等式
,

也称等价变换
。

我们将类似由式 ( 2)
’

自左向右的变换 (略去高价无穷小量的运算 ) 称为

正 (等价 ) 变换
,

反之称为逆 (等价 ) 变换
。

在微元分析的推演过程中有时正
、

逆 (等价 ) 变换需交
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替进行
。

其中正 (等价 )变换的作用
,

相当于标准分析中的取极限
,

也相当于非标准分析中的标

准化
。

因此
,

所得结果即为函数在点 x 上的变化结果
。

也就是说
,

微元分析法也是一种直接的
“
点分析

”
技术

,

是与极限方法等价的精确求解方法
。

3
.

7 举例

( 1) 建立积分式

设电容为 C 的平板电容器在充电过程中极间电压由 O增加到 U
,

求极间电场能
。

因为在充电过程中
,

电容极间电压是时间 t 的函数
u = u( )t

,

故中学物理关于静电场

两解

中的电场力的电功公式 W = q U 不再适用
.

但是由函数的微元变化模式可知
,

电功元 d w 对电

量元 d q 仍是均匀变化的
,

即 dw 仍为 d q 的线性函数
,

于是

dw ~ 电量 x 压降 ~ 。 d q

这一步称为在微元上使用中学物理公式
,

再利用中学物理 中的电容公式 Q 一 C U
,

即可得到充

电电容的极间电场能量元

dw = u dC u = C u d u

于是所求电场能为

W 一

厂
C · d ·

上述建模的分析法
,

称为微元分析思维模式
。

这种思维

模式不仅能反映事物积分变化的结果
,

而且还能较直观地

反映事物积分变化的过程
。

( 2 )用微元法求导

对未知函数的求导 问题
,

现行高等数学教材是避而不

谈的
,

但在工程学上是常见的
。

下面我们来求流体中微元体

的切变角速率瓮
。

图 1 从流场中取微元体

设在 t 。 时刻
,

从流场中点 A 处取出正方微元体 B CD E
。

如图 1 建立坐标
, u 二 、 u ,

分别为点 A 的流速分量
,

流体角 a( t 。 ) - 匕A c B 一 手
。

显然
,

由于流体
任

的流动
, a -

,
_

、 。 “ 二 、 _
~ ~ 一 ~

, 、

, ~
丫 , 一

.

~
`
~

。 .
_

一 ,
,

一
_

、 一
, .

一 d a

a 以 少足 t 阴木却幽狱
。

r 四遇以饼允 入刀沐七 即父邓米水父化毕了
。

U 咨

设在 t 。 时刻
,

A B ~ A C 一 d : ,

则 B B 撇
. ,

二.

二二 d s d t
,

〔沈

~ ~ 叙二
七仁

:

~
~ 二书 d s d t

办

. ’ .

t g a ( t
。

+ d t ) = t g乙 A C
;
B
工
=

A B

A C

d ·
+

瓮
d· d ,

d￡ +

备
d· d ,

(l)
_

面
,

盏
. _ .

~ l + (二
二

一 二
匕 ) d t

以 2 , 四

而 d a =
a
( t

。

+ d t ) 一 a ( t
。
) 一

。 ( ,
。

+ d t ) 一 粤
4

~ t g 〔a ( t
.,

+ d t ) 一 于〕
t g a ( t

o
d t ) 一 l

l + t g a ( t
。

+ d t )

(丛
’

肚

叙
。 、 .

一 了二 ) d t

办
盏

,

艺 + ( 二=
d 比了

面
. ` .

二书 ) d t

办

派
、 . ` .

二匕 ) d t

四
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应配备几辆卡车?

解 由题意分析
,

这是一个 (M / M / c)
:
(N /N / G )模型

,

即多服务员的机器看管间题模型
·

r ~ 1/ 3
,

产 一 6
,

C ~ 2
。

此时
一且

一、 les尹_ 产八 N !

I J
n

一 { ) ; 二二 ; 叶一一一一二 , - - ,

、 不二, L八 一 九少! 儿 !

(与
。

+ 六 N l

) ; - , , 二~ 一
`

- ~ 一 , , - -二 , - , 二 ,
目

- 一

。

或斗
一
(丹 一 耳 )忿C !公

一 `

(二 )
·

且有

N !

( N 一 n ) ! n !

(二 )
·

尸
、产r一产N !

(N 一 n ) IC !口
一 `

当 O簇
n 簇 C ;

当 C 《 ,
成 N

月曰尸尸
r|||丈!||L

分别对不同的 N (N ~ 1 3 ,
1 4

,

… )
,

计算出在该卡车配备数 N 的条件下正在修理或等待修理的

卡车数的概率分布 尸
。

(n = 。 ,
1

,
2

,

二
,

N 一 12 )
,

并以下式计算参加运输的卡车数 Q 》 12 的概

率
:

N 一 1 2

P (Q 》 1 2 } ~ 云 P
。

当计算到某个 N 满足 P 丈Q 》 12 }> 0
.

97 时
,

即得到所求的卡车配备数量
。

本例计算至 N ~ 15

时
,

尸 {Q 》 12 } ~ 。
.

9 7 6 2
,

即该矿山至少应配备 15 辆卡车
。

.

通过以上一些分析
,

可以发现停留费用是可以考虑的
,

在排队论中可以实行运行指标好
,

结构合理的服务系统
,

随着电算技术的发展
,

以前不能用分析法解决的排队间题
,

可以用电子

计算机模拟获得经验公式
,

相信排队论将会被越来越广泛地应用于经济管理活动中
.
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从而

d a

d t 一

1
,

叙
二

撇
, 、

下丁气下犷一 一 友` 少
乙 d r 四

在上述推导中
,

等号 ( l )
、

( 2 )
、

( 3 )
、

( 4 )均为等价相等号
,

其中 ( 2 )
、

( 3 )是逆变换
,

( l )
、

( 4 )为

正变换
。

由于等号 ( 2) 的左端和等号 ( 4) 的右端出现两个微元等价相等
,

所以由微元法新论的推

理逻辑可知
,

所得结果是精确的
。

4 结束语

教学实践证明
,

在工科大专水平的教学上
,

扩大微元法的应用有利于在有限的教学时数

内
,

将数学的基础教学与应用教学更紧密结合起来
,

达到既能提高学生的数学应用能力
,

又能

使学生打好必要的数学基础的 目的
。

由于工程学中从一点处取出的微元体是实无穷小
。

因此
,

在讲解微元法时
,

适当介绍非标

准分析关于无穷小的概念
,

有利于扩大学生的知识面
,

活跃学生思维
,

加探对微元法的理解
`


