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常系数线性微分方程的一种简便解法

黄振明 昊 平

(苏州职工大学
,

苏州
,
2 1 5。。0)

摘 翻 本丈对二阶常木数线性徽分方程利用积分因子降阶法
,

给出了一种简便解法
,

并可推

广到高陈线桂徽分方程
。
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设二阶撒系数线性微分方程
: 尹 + p了 十 q y 一 f ( x )

其中 户滩是尽知辙教
。

若 了x( )三 o ,

则称为相应于 ( D 的齐次方程
,

即
y ”
十 P丫 + q y ~ O

方程铭如的特征方程为

产 + P r
+ q ~ o

方艰 {侈灰的两根为产 : 、 r : ,

则有
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利翻妈分圈子 `
’
xt 对方程 (l )进行降阶

,

于是有
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继雌派摄娜分困予降价法
,

从 ( 5) 式可立即得到方程 ( l )的解
。 .

下而娜咖籍实例来进一步阐述其思想和方法
。

例浪 求方程 尹 一 3了 + Z y ~ xe
’

的通解
。

解 其梅幽的特征方程为

尸 一 3 r
+ 2 一 O

其根为二 ,
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,
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继续利相
;

积分团子降阶法
,

可得原方程的通解为
,

l
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其中 、 , 、 c :

为任意常数
。

若 f( x )` 0, 由 ( 5) 知
,

了 一 介 y ~ ` 1

的
’

c( ,

为任意常数 )
。

于是
,

我们根据
; ,

和
: :

的三种不同情形 (r : 、

r :

为不相等的实数才
. 二 : : ,

与
r : , r :

为共扼复根 )易获得齐次线性微分方程的通解公式
。
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例 2求方程 尹 + y 一 ex co s x 的通解
。

解 其相应的特征方程为
r Z

+ l = 0

其根
r ,

~ i , r Z
= 一 i ,

从 ( 5) 式有

, ,

+ 、 , 一 ie
·

l
。 `卜

` , 二 e o s x d二 一 二 ;

笔~
〔( 1 一 : 、 )。江 + 。 一 `·

] + : .l 。 `·

J 白 、 1
一 乙 ` ,

两式同时乘以积分因子 户
,

得到复系数的解为

,

一誉
二 + · :一 +

晋
。·

`。 · , + 2·`n ! ,

取犷 的实部
,

所以原方程的通解为

,
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其中
c 、 、 ` :

为任意实数
。

例 3 求方程 y 肺 一 2尹 + 了 ~ Z--e
`

+ 3尸 + 1 的通解
。

解 其相应的特征方程为 尸 一 2尸 + r ~ 。 ,

即
r ( r 一 1 )
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其特征根为
r ,
一 。

, r Z
一 r ,

一 1
。

对其高阶方程
,

利用本文中积分因子降阶法
,

得到

( y
“
一 2夕 + y )
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对 ( 6) 式两边同时求积分
,

有
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利用积分因子
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对 (8 )式两边再积分
,

有
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对 ( 9) 式
,

利用积分因子降阶法
,

得
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从而获得原方程的通解为
, _

1
y = x

。
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其中
。 , 、 。 : 、 。 3

为任意实数
。

从上述例子中可见运用二阶或高阶线性微分方程的积分因子
,

把方程逐步
“

降阶
” ,

因而能

较容易地求得原方程的解
。

此方法优点还在于
:
( l) 统一地处理 了常系数线性微分方程的求解

问题
,

对非齐次项几乎不加限制
,

其方法增加了选用性
。

( 2) 简化计算
,

求解过程做到了条理化
、

程序化
,

便于掌握运用
,

计算只用到了不定积分
。

( 3 )此方法也适用于高阶常系数线性微分方

程
。

( 4) 利用线性微分方程解的结构理论
,

在对非齐次方程求解时
,

其实只需求出其方程的特解

就可以了
。

从上述例子中知
,

在
“

降阶
”
过程中

,

只需将其中任意常数
` , , c Z ,

…等等取为零
,

便可

求得非齐次方程的特解
,

这样可以大大减少计算量
,

因为在积分过程中被积函数大大简化了
。


