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一类函数方程的解法
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由于函数方程结构上的复杂性和表达形式的多样性
,

使函数方程的解法具有很强的技巧

性
,

笔者发现
,

函数方程
a l

( x ) f ( f1 ( x ) ) + a Z
( x ) f (几 ( x ) ) + … +

a 。

( x ) f (人 ( x ) ) = 夕( x ) ( , )

具备某些特定的性质时
,

可以构造出一个函数方程组
,

用解方程组的方法来解
。

命题 设
a ,

x( )
, “ :

(x )
,

一
,

气 (x )
,

风 x ) 为 已知函数
,

M 为 已知 函数 人 (x ), 几 x( )
,

…
,

人 (x ) 的集合

M ~ {人 ( x )
,

几 ( x )
,

…
,

人 ( x )}

若集合 M 中的元素满足下面 4 条性质
,

则函数方程 ( , )可用解方程组的方法求解
。

( l) 对于 V 关 ( x )
,

儿 (x ) 任 M
,

总 〕 人 ( x ) e M
,

使

f人
j

: 。

j
`
一 弓

,

LJ
*一 ,

k 镇
n

k 二
卜 n ( k 一 i + j 一 l , i

、

j
、

k = l
,

2
,

…
, 元)

记号
“ 。 ”

表示函数间的复合运算
日 。

M 关于函数的复合运算
“ 。 ”

是封闭的
。

(2 ) f
; 。

关一五
。

人 ~ 五 i( 一 1
,

2
,

…
, n )

,

即河 中含有单位元 五 (二 ) = x
。

( 3 )对于 V 人x( ) 任M
,

都存在反函数方
`

( x) 任M
,

且 人
一 `
一丸

,

几了
`
一人

一 `
i( ~ 0 ,

1
,

2, …
,

n 一 2 )
,

即 M 中的元都有其逆元
。

( 4 )对于 V 关 ( x )
,

乃 ( x )
,

几 (二 ) 任M
,

有

(关
0

无 )
。

人 = 关
。

(无
。

几 )

成立
,

即对 关于函数的复合运算
“ 。 ”

满足结合律
。

事实上
,

令几 (x ) ~ y
,

则 x ~ 方
`

(刃 〔 M
,

将 x 一 几
一

`
(刃 代入方程 ( , )

,

并记

关 (几
“ (夕 ) ) ~ 关

。

方
`

(夕 )

得
a ; (方

’
(少 ) ) f (人

。

方
’

(夕) ) + a Z
(方

`
(夕 ) ) f (几

。

几
一

`
(夕 ) )

+ … +
’

气 (方
`

(夕 ) ) f (人
。

方
`

( 夕 ) ) = P (方
’

(夕 ) )

将上式中的变量 y 换为 x ,

得
a l

(方
`

( x ) ) f (人
。

介
`

( x ) ) +
a :

(几
`

( x ) ) f (几
。

方
’

( x ) )

+
” ·

+ 气 (方
’

x( ” f (关
: 。

几
一 `

x( ” 二 凡方
’

x( ” l( )

由性质 (3 ), 得 方
`
一 人

由性质 ( 2)
,

得 五
。

几
一 `

~ 人
。

人 二 式

由性质 (l )
,

得 关
。

几
`
一 关

。

人 二 关
,

将上面这些关系式代入方程 ( 1 )
,

方程 ( l) 可简化为
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a ;
(人 (x ) ) f (人 (x ) ) + a : (人 ( x ) ) f ( fl ( x ) )

+ … + 气 ( .f ( x ) ) f (几
一 :

( x ) ) ~ 月(人 ( x ) )

为方便起见
,

将上面的变换过程简化为 x , 右
’

x( )

依次将函数方程 ( , )施以下列变换
: x ~ 方

`

x( ) ; x ~ 方
`

x( ) ; … … ;

用集合 M 的性质化简
,

得
a : (人

一 ,

( x ) ) f (人
一 ,

( x ) ) + 气 (人
一 ,

( x ) ) f (人 ( x ) )

+ … + 气 (人
一 ,

(x ) ) f (几
二 :

( x ) ) = 夕(人
一 ;

(x ) )

a : (人
一 :

( x ) ) f (人
一 : ( x ) ) + a , 二人

一 :

( x ) ) f (人
一 ,

( x ) )

+ … + 气 (人
一 :

(x ) ) f (人
一 。

( x ) ) = 月(人
一 :

(x )

( 2 )

x 、 方
`

(x )
。

并利

、 .沙、 .了八jJ4了̀、 d口.、

. . . . . . . . .

… …
0 . .

… …
a :

(几 ( x ) ) f (几 ( x ) ) + a Z
(几 ( x ) ) f (af ( x ) )

+ … +
a .

(几 ( x ) ) f ( fl ( x ) ) ~ 夕(几 ( x ) ) ( n )

方程 ( , )及方程 (2 )
、

( 3 )
、

一
、

( n) 这
n
个方程中的每一个方程均含有

n
个系数为 ia (石

( x ” 的一次未知元 f (人 x( )) i(
,

j ~ 1
,

2
,

,’’
,

)n
,

因此将这
n
个方程联立

,

就可以用线性方程

组的解法求得 f (儿 (x ” 二 f x( )的解
,

即函数方程 (
, )的解

。

我们知道
,

当未知元 f (关 (x )) 的系数 久 ( if ( x ” 构成的矩阵 A 的秩与其方程组的增广矩

阵 A的秩相等时
,

方程组有解
,

不相等时
,

方程组无解
。

即

a ;
( x )

A ~ 〔A
:

用 ~

a :
(人 ( x ) )

a 3

(人
一 : ( x ) )

a :
( x )

a 3
(人 ( x ) )

气 (人
一 ;

( x ) )

气 (x )

a ,
(人 (忿 ) )

a :
(人

一 ,
( x ) )

夕( x )

夕(人 ( x ) )

夕(人
一 :

( x ) )

气 ( f2 ( x ) ) a 、
(几 ( x ) ) … 气

一 ,
(几 ( x ) ) : 夕(几 (x ) )

当
: ( A )一 r ( A : 月)时

,

方程组有解
,

也就是说
,

这时函数方程 ( , )可以用解方程组的解法求

得
;
当

: ( A )护: ( A : 户时
,

方程组无解
,

此时就不能用解方程组的方法求函数方程 ( , )的解
。

例 1 解函数方程
_ , , 、

3x + s o x 一 1
、 .

Zx 一 1 , ,

1
、

乙J 气X 夕一 一一一下卜了 J . , 下 -下 , 州卜

—
J 气一 二二 , 一

X 十 i 工 卞 1 工 孟

矛 +
`

3 , ,

1 + x

一
一了 j 气了

~

一
心

一一
X 一 1 1 一 X

= x + l ( 1
.

1 )

, ,
~ 。

, 、 _ , 、

3x + 5
_ , 、 _

麟 达里
, a z气x ) = 乙一 a : 气x 少

`

= 一 二厂下一;
~ , a a 、 x z ~

户̀ 门 - l

Zx 一 l

X

, a `
( x ) = _

x Z + 3

劣 一 1

,

人 x( ) = 二 ,

几 (x ) ~
x 一 1

x 十 1

l , ,

, J , ` x 少 ~ 一 万
,

J ` 火x 少二
1 + x

l 一 劣

,

显然
,

集合 M 二 {人 ( x ), 几 ( x )
,

fs (x )
,

.f (x )}

满足命题中的 4 条性质
。

作变量代换
,

令

x 、 几
`

x( ) 一 人 x( ) -
1 + x

1 一 x

x ~ 方
`

x( ) ~ 几 x( ) ` 1
J

x , 人
`

x( ) 一 几 x( ) 一 兰

J

一 1

+ 1
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分别代入函数方程 (1
. 、

1 )
,

得
。 , ,

1 十 x
、 . , 月 、 二 , 、 .

3( x 一 l) 二 ,
x 一 1

、 ,

2 (丫 一 x + 2) 、 , 1 、

乙 J 气; 一-
`

- 少
目

十 气X 一 钊 J 、 x 少 州叫 一尸兮气
一一万一一 j 又丫了一产育 2 州卜 - 一二下二

.

-
一
干下

.

一 J ` 一 二丁2
1 一 X 工 ~ 产 1 工 州日 1 芯 、 工 一 1 夕 孟

2

1 一 x

( 1
.

2 )

_ , ,

1
、 .

3 一 s x , ,

1 + x
、 : , . 。 、 工 , 、 .

3x 2

十 l .t x 一 1
丫

_
乙j 火一 — , 寸

`

一一一
- ; 一 J 竹

一
, 寸

.

气工 州卜 乙 j J 气x j 一卜 一
气尸一六一二戈 J 犷勺

~尸产一 ; j 一
X X 一 1 1 一 X X 、 X 州卜 1 夕 工 寸

.

1

l 一 与 1
.

3 )

。
八 x 一 1

、

4 x + 1 , ,

1
、 .

x 一 3 二 ,

1 十 x
、 .

2 ( x Z

+ x + 1 ) I/
_ _ 、 _

乙 J 气一
一一下一丁 少 一

—
J 火一 一 夕 门~

下—
一百 J 、 万~ , , 二尹 月~ - - - 甲丁叮二-

一 J 气工 夕 ~ 二
X 十 1 X X 工 一 1 1 一 工 荡

门尸 1 苏

2 x

+ 1

( 1
.

4 )

将上面 4 个方程 (1
.

1 )
、

( 1
.

2 )
、

(l
.

3 )
、

(l
.

4) 联立得方程组
,

解这个方程组
:

3x + 5

x + 1

Z x 一 1 x Z

+ 3

x 一 1
x + 1

X 一 4

〔A
:

们 ~

3x 一 1

x + 1

3 x 2

十 1

x ( x 十 1)

2( 扩 一 x + 2 )

x ( x 一 1)

2

1 一 x

x + 2
3 一 s x

x 一 1

2 ( x Z

+ x 十 1 )

x 十 1

4 x + 1

X

x 一 3

x 一 l

l
1 一 —

X

2 x

x + 1

0 0 0

C00.leees
.

…
I气

初等行变换
0 0

0 1

0 0

4护 一 x 十 1

s x ( x 一 1 )

2护 一 3x + 3

5 ( x 一 1 )

x Z

十 x + 4

5 ( x 十 1 )

3 x 2

+ 3 x + 2

s x ( x + 1 )

f ( x ) ~
4尹

`

一 x + 1

5之 (才 一 1 )
( 1

.

5 )

将结果 (l
.

5) 代入原方程 (l
.

1) 验证可知
,

满足方程
,

故函数方程 l(
.

1 )的解为 ( 1
.

5 )
。

不难看出
,

命题中所述的集合 M 实际上是关于函数的复合运算
“ ` ”

作成一个群
。

但在实

际问题中
,

具有形式 ( , )的函数方程其集合 M 一 丈f
,

(x)
,

几 x( )
,

…
,

人 ( x )} 一般对运算
“ 。 ”

并

不都具备成为群的条件
。

这时如若能够造成 S 个函数
:

人 + ,
( x)

,

人+ :

x( )
,

…
,

人+ ,

( x)
,

将集合

M 扩充为集合 M
`
一 {丸恤 )

,

几 x( )
,

…
,

人 ( x )
,

f,l 十 ;

x( )
,

人 + 2

x( )
,

…
,

人十 ,

( x ) }
,

使 M
`

关于运算
“ 。 ”

成为一个群
,

函数方程 ( * )仍能用上面方法来解
。

对方程 ( * )作变量代换
: x ~ 方

`

x( ) ; 4二 ; x ~ 介
`

x( ) ; x 、 粼
,

(x ) ; … ; x ~ 粼
,

(x )

得 (n 十 : 一 l) 个 由 (n +
: )个未知元 f (关 (x ) ) ( i一 1

,

2
,

…
, n

+
: )组成的线性方程

,

将它们与方程

( , )联立
,

解此联立方程组
,

即可得 f (x )
。

这个结论显然是正确的
,

因为这个解实际上可以看作是函数方程
a ;

( x ) f ( f
l

( x ) ) +
a :

( x ) f (几 ( x ) ) + … + 气 ( x ) f ( f,. ( x ) ) + 氏
,+ l

( x ) f (人
+ ,

( x ) )

+ 气 + 2

x( ) f( 人
十 2

x( )) + … + a,z 十 ,

(x ) f( 人
十 ,

(x ” 一 风 x)

当 气二 1
( x ) 一 气 、 2

( x ) -
· ·

一 an
+ ,

( x ) 一 O时的解
。
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例 2 解函数方程
。 , `

1 十 x
、

1 , ,

1
、

乙 J 、 ; 一一一竺 少 一 一 J 气一 一夕 = i

1 一 工 X X
( 2

.

1 )

解 令
· 2

(X ) 一 2
, · 3

( X )

一告
,

, ( X ) 一 1
,

: ( X ) - 1 + x

1 一 x

,

fs x( ) - 一 工

显然
,

集合 M 一 (几 (x )
,

fa x( )} 关于复合函数运算
“ 。 ”

不能作成一个群
,

此时我们构造函数
:

人 x( ) = x
,

几 x( ) -
x 一 1

x + 1
得

MI 一 弋f , ( x )
,

几 ( x )
,

fa ( x )
,

f4 ( x ) }

M’ 关于运算
“ 。 ”

作成一个群
,

因此可用上面方法来解
。

二、 。 , .、

, 人 。
, , 、

x 一 1 , _ 、 , 、

1 , _ , , 、

1 + x

作变量代换
,

令 x 一 方
’

(x ) 一 匕
下一泞 ; x ~ 方

’

(x ) ~ 一 土睁 ~ 方
`

(x ) = 妥二琪` 「
~ 思

’ 、
~

’ 呵 一
J ` 、

一
`

x + 1
’
一

’ J ”
一

’
x

’
一

J ` 、
一

`

1 一 x

分别代入函数方程 (2
.

1 )
,

得

, , , 、
x + l , ,

1 + x
、

Zf ( x ) 一 二二弓 f (宁

一
) 一 1 ( 2

.

2 )
~

、
一

`

x 一 r
、

1 一 x
`

一 “ 一 一
’

一 ”

.x 一 1
、

Zj
’

( 二一
.

苦 ) + xj ( x ) = 1 ( 2
.

3 )
~

“
x 十 1“ 一

沙 、
一

`

1
、 .

x 一 1
, ,

x 一 1
、 . , .

Z f (一 二 ) 十 二一丁泞f (兰 , 泞 )一 1 ( 2
.

4 )
一 , 、

x’
·

x 十 1
·

坛 十 1’
声 ’ 一

’

“

将上面 4 个方程 ( 2
.

1 )
、

( 2
.

1 )
、

( 2
.

3 )
、

( 2
.

4 )联立
,

得方程组
,

解这个方程组
,

得

4 x 2
一 x + 1

J 气x 少 一
~
下丁丁了

—
下下

~ L乙
。

O少
0 工 、 盆 ; — 1 夕

将结果 ( 2
.

5) 代入方程 (2 .1 )检证可知
,

它是方程 ( 2
.

1) 的解
。

满乍猫飞
今肺什于 今什才干

江苏省数学学会 高工专分会于 1 9 9 5 年 n 月初在连云港化工高等专科学校举行 第二次学

术年会
,

我校应学会之请
,

以 《盆城工专学报 》1 9 9 5 年第 3 期 (总第 29
.

2 期 ) 为数学专刊
,

选载

学会为年会征集的论文
,

并于年会会期前出版
。

本专刊选载的论文内容涉及数学理论研究
、

应用研 究
、

课程改革
、

课程建设
、

教材教法研究

等诸方面
。

一 些论文 已通过审选
,

经与
_

作者联来
,

或 目前还是阶段性成果
,

或 已有刊物考虑刊

用
,

或受版面限制而未编入
。

因此
,

本专刊墓本上反映了江苏省培养高等应用性专门人 才的教

育领域中数学工作者对数学理论及其应用
、

数学课程改革与建设研究的状况和水平
。

论文排序

按 内容分类
。

部分论文 因 内容较多
,

版面有限
,

用略小的字休排版
。

限于编者的水平
,

编料排版

工作中的不 当之处
,

请批评指正
。

谨以本专刊的出版反映盐城工业专科学校对促进培养应用性人才的教育教学改革的重视

和支持
。

祝年会成功
。

祝愿数学工作者在科研和课程改革与建设 中取得重大 成果
。


