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分部积分法是求不定积分的重要而又墓本的方

法
.

虽然它不如换元积分法用得普遍
,

但它有特殊的

功用
,

有些换元积分法解决不了的题目
,

分部积分能

很好的解决
。

因此
,

它是积分法教学重点之一
,

下面

就分部积分教学中应注意的几个问题
,

谈谈自己的

教学体会
。

一
、

适合分部积分的积分类型

分部积分是在讲过换元法之后讲的方法
.

如何

使学生在看到积分后
,

就知道是否能用分部积分法
,

这一点很重要
。

这就要求能识别适合分部积分的积

分类型
.

微分法与积分法互为逆运算
.

由于分部积分法

是乘法求导法则的逆运算
,

所以当被积函数是两个

函数的积时应首先考虑用分部积分法
.

但是
,

由于相

乘的情况有时也用凑微分法
,

所以要分三类
,

这样可

以减少解题的盲目性
。

一般来说当被积函数含因子
:

对数函数
、

反三角函数
、

多项式函数
、

三角函数
、

指数

函数时可以利用分部积分法
,

常见的有下列几类 ,
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次多项式
, a 、

b 均为常数
。

当被积函数是一个函数
,

但它的导数为代数函

数时
,

也可以用分部积分法
,

如下面几例小 xd
二 、

卜
r 。 , `n dx X

介
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被积

函数 为三个 函数 乘积也可 以 用分 部积分法
,

如
:

介
·

产
· `n “ X dX 、

介
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… c o · 、 d X 。

二
、

恰当地选择
u
和 d y

运用分部积分法的关键在于恰当地选择 。 和

d y ,

这是因为应用分部积分公式的目的是为了将难

积分的介“ 变成易积分的 vaJ
, ,

这也是选择
。
和

d。 的原则
. 。 和 d y 选择不恰当

,

积分会变得越来越

复杂
,

甚至积不出来
.

二 和 d。 的选择是有规律可循的
,

可 以采 用

乙Z八T 名选择法
,

即用 L 表示对数函数
、

I 表示反三

角函数
、

A 表示多项式函数
、
T 表示三角函数

、

E 表

示指数函数
,

将这五类函数按上列顺序排成安母表

L I A T E
,

在被积函数的表达式中
,

选择出现在字母表
二

中较前面的那个宇母所代表的函数作 , ,

余卞的表达

式为 “
,

如介
Z a n s

isdn
二选

“

一
s in 二

,

d。

一
d二

.

该

选择法记忆方便
、

简单易行
.

三
、

应用分部积分法出现的还原问题

有些积分在连续使用分部积分公式的过程中会

出现复原的情况
,

` 旦出现往往有衡种可能结果
,

应

予以重视
。 `

1
、

通过移项
、

解方程可以得到结果
当连续使用分部积分的过程中出现了原积分的

形式
,

可以把等式看作以原积分为未知 t 的方程
,

解

之即得 所求积分
.

如
:

介
ǹ ( , n x ) dx

、
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丁产
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“
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J产
s
ibn “ , 均可用该方法求解

.

如
:

介
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一
` n ( ,二 ) dX 一 xc o s ` , xn , 一

sJ
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移 项
,

解 得
:

c o s ( I n x )〕 + C

介
`n `, n x ’ d x 、

- 工 r
·

八 、

万 L s , n 、 {IIL
少 一

细分析会发现
,

这类积分在第一次使用分部积分法
后

,

出现的 vdJ
材

与原积分仲
? 难易程度差不多

,

如

{
· ǹ ( , n X ) dX 与介

0 5 (`n X , d X 积分难易程度相同
,

这

时考虑再用分部积分法直到出现原积分
,

即可通过

移项解方程求得结果
。

用下面的方法也可以求出用分部积分法出现还

原的不定积分
。
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(l )当 f( x) =P
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`
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,

其中 凡是实数
:
k 二 。 ,

孟不是特征

根 , k = 1
,
孟是特征单根 ; k 二 2, 之是特征重根

.

此处包

括 孟 = 0
,

f x( ) ~ P八 x ) 的情况
。

( 2 ) 当 f ( x ) = P
, ( x ) e x p ( ( a + i夕) x )

,

令 少
.

=

x `Q . ( x ) e x p ( ( a + i夕) x )
,

其中人= “ + i夕是复数
:

k

= o
,

孟不是特征根 ; k 一 1
,
孟是特征单根

。

此处包括
。

二 。 ,

f ( x ) 二 尸 . ( x e) x p ( i爪 ) 的情况
。

( 3 ) 常见 fl ( x ) = a e o s

爪 或几 ( x ) = as in所
,

令

y
.

~ 犷 A ex p i( 爪 )
,

其中
: k 一 。 ,

孟不是特征根 , k ~

1
,

几是特征单根
。

先由 L〔y
`

」= ae xP i( 爪 ) 定出 y
.

= y l’ + 妙 z’
,

它对应于 L〔y 〕一 石 x( ) + i几 ( x ) 的特

解
,

根据定理 5知
,

yl’ ~ R e y
.

是 L 〔y 〕~ 石 ( x ) 的特

解 ,夕扩 = mI y
.

是对应子 L臼 」̀ 几 x( ) 的特解
.

「 一

3
.

由定理 3得式 ( .2 4) 的通解 y = ic ly 十 cz 为

+ y
’

或 y = c l y , + c Z夕 2 + R e夕
. ,

或 夕 = c ,夕 , + e :夕 2

+ Im y
“ 。

例 2 求尹 一 7丫 + 6y = co sx 的通解
。

解 ( 1 )夕
卯

一 7 y’ + 6夕 = 0
, r Z 一 7 r + 6 = 0

.

所

以
, r l = 1

, r : ~ 已
,

夕~ ` : e x p ( x ) + r : e x p (叙 )
。

(2 )
,

先考虑尹 ~ 7了十 6y = xe p “ x 》 ,

因 孟= `不

是特征根
,

故令 y
’
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,
y

’ ` 二 A i e x
(P ` x )

,

,
·

一 xeA
p (ix)

,

代入方程币得 , 一

六
-

1
, _ . _

. 、 `

名丁 L勺 十 了 t , 一 y
一

=
I 性

5
.

7
言丁 十 t 二二
I弓 了任

·

( e o s x + 葱s i n x )
,

取

R· ,

一六
` S

O O S X 一 ,· `n二 ,
·

( 3 ) 得原 非齐次方 程通解 夕 二 ` , e x p ( x ) +

` Ze x p `6 x , +
六

( cs o s二 一 7
· `n X )

关于列微分方程间题
,

也应给予充分重视
.

( 1)

用微元法列出 ; (幻 由间题的几何意义和物理 t 满足

的科学规律列出
.

“
;

由于线性徽分方程应用广泛
,

它起到工程数学

的作用
,

因此
,

在教材改革中应适当增加应用间题的

内容
,

以提高理论联系实际的能力
,

培养分析间题和

解决问题的技能和技巧
。

一
`

·
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如
:

求分co sb X
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、
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.

解
:

对它们分别施行一次分部积分法
,
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其中
a

为常数
, n

为自然数
。

值 得 注意
`

的
`

是
,

前 面提 到过 的 l
p ( X )
州: 。

{
户( x ) s ǹ

bxd
、

J
户( x ) 。 o : 、 “ 可以用分部积分法求

解行

J
亡一 s `n bx dX -

去广 isn bx - 立卜
一co sb x

dx
.

这里
,

户x( )为
n
次多项式

,

但是户 ( x )为分式则不
.

如
:

将上两式看成关于介
一 co sb X “

、

分isn汕
的

方程组
,

解之可得
:

easJ co sb X dx 一 些些争浮竺
e一 + `

介
一 is n

bx dx 只坐等母黔
三e一 + ·

cJ
o s ( ,n X ) dX 及 {

8`n ( , n X ) d X 、

{xe
· c o ·

xd X 及

xe[
二

咖xdx 也可以用该方法求解
。

2
、

导出递推公式

一般地
,

当被积函数带有
n

次幂指数时
,

运用分

部积分法不能立即得出结果
,

只能将被积函数降次

并出现还原
,

这时可导出递推公式
,

再用递推公式求

解 不 定 积 分
。

常
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用分部积分法容易给它们建立递推公式
,

但运

用递推公式最后可归结为下列三个积分
:

,
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我们已经知道它们均不能用初等函数表示
.

由于分部积分法对求被积函数为两个或三个函

数乘积的不定积分有特效
,

这就决定了它在积分方

法中的重要作用
.

在教学中应将重点放在议上三个

方面
,

即在确认适合分部积分法的 积分奥塑的前提

下
,

恰当地选择
u
和 vd

,

正确地运用分部积分公式就

能很好地掌握分部积分法
,

同时分部积分法牌用过

程中出现的还原问题
,

在教学中也应给予重视
.


