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关于线性微分方程的教学研究

王 樵

(彭城大学
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,
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线性徽分方程是工程技术和经济管理中常用的

理论知识
,

如果把一
、

二阶线性方程的公式解法与常

系数线性方程的特殊解法分开来叙述
,

突出应用部

分
,

则简明易懂
,

便于教学
。

一
、

一阶线性微分方程

犷 + P ( , ) y ` Q ( x ) (1
.

1 )

了 + P ( x )夕 = 0 ( 1
.

2 )

设为非齐次与齐次方程
,

由分离变量法可求齐次方
程通解 , 一 `

,e
x p (一
介x( d) x ) , 由常数变易法可求

、。齐 次 方 程 通 解 , 一 e x p ( 一
丁
尸 ( X )“ )〔c 十

仲
`X ,̀

X p `
丁
p ( X )“ ) d X〕

、

非齐次方程通解结构定理 若歹是式 (1
.

2) 的

通解
,
y

`

是式 (1
.

1) 的一个特解
,

则 y = 歹十 y
`

是式

( 1
.

1 ) 的通解
.

常系数方程特殊解法 设

丫 + P y ~ Q ( x ) (1
.

3 )

P 为实数
,

有以下解法
。

1
.

用特征根法求齐次方程

夕 + P 夕 = 0 ( 1
.

4 )

的通解
.

特征根
。 = 一 P

,

歹~ ` ·

ex (P 一 p x)
.

2
.

用待定常数法求式 (1
.

3) 的一个特解 y
` 。

对

不同类型的 Q ( x )
,

给出 y
.

含待定常数的形式解
。

这

也为二阶的情况
,

先开一条路子
,

例如以下几例
:

l( ) 当 Q ( x ) = 吼 ( x ) 为 m 次多项式
,

令 犷 =

P
. ( x )

.

如当 Q
。 ( x ) = b

,

令 y
.

= B ;当 Q
, ( x ) = a x +

b
,

令 y
.

= A x + B 等
.

( 2 ) 当 Q ( x ) = a e x p (七 )
,

令 y
`

=

x O
A

e x p (七 ) (人笋 一 尸 孟不是 特 征 根 ) ; y
“

~

了 A ex (P 七 ) (孟二一 尸 孟是特征根 )
。

( 3 ) 当 Q (二 ) 一 a e x p ( i所 )
,

令 y
’

= A
e x p ( i六 )

,

取 y
.

~ 川十 妙犷
。

当 Q (工 ) 二 a c o s

介
,

令 y
.

二 A ex (P i丙 )
,

取 `

二 R e y
’ 。

当 Q (忿 ) = a s
in海

,

令 y
.

= A
e x p ( i丙 )

,

取 y 犷=

Imy
` 。

( 4 ) 当 Q ( x ) = a e o s

所 + bs in爪 (其中
a 、

b不

全为 。 )
,

令 少
.

= A
e o s

六 + B
s
in海

。

待定出常数 A
、

B 后
,

得出非齐次方程的一个特解
。

3
.

根据非齐次方程通解结构定理
,

写出其通解
y 一 歹+ R e y

` ,

或 y ~ 歹十 R e y
. ,

或 y 二 歹十 Im y
’

二
、

二阶线性微分方程

尹 + P ( x )夕
`
+ Q ( x ) , = f ( x ) ( 2

.

1 )

少即 + P (了 )夕
`
+ Q ( x )夕 ” o ( 2

.

2 )

设为非齐次与齐次方程
。

1
、

二阶齐次线性微分方程

定理 1 (解的结构定理 ) 若 y ,

和 夕 :

是式 (2
.

2)

的两个线性无关特解
,

则 y = cl y , + `
口

:
是 (2

.

2) 的

通解
.

定理 2( 基解组定理 ) 若已知 y ,
括 。 ,

y l

是齐次

方 程 (2
.

: ) 式的一个特解
,

则 , : 一 , ,

}兴xe p ( -

J y i

J
, (二 ) d二 ) d二 (其中不定积分不带任意常数 ) 是与 y l

线性无关的特解
,

那末 夕,

与 y :
构成式 (2

.

2) 的一个

基解组
。

证 用待定函数法
,

令 y : 二 y l ·

以x )代入方程
_ 、

~
, 、

「 1
,

f ~
, 、 , 、 , , ,

. ` .

( 2
.

2 )得
。 ( x ) = }共

e x
(P 一 }尸 ( x 班 , d) x ,

所以 y : =
J y 了

J

, 1
·

丁责
二p `一

J
p ` X ,̀ 二 ,̀ X 。

有以下常用来观察特解的方法
:

1
.

若 尸 x( )护 。 Q x( ) 二 o时
,

令 y : ~ .1 例如

( 1 )夕即
1

r

气丁y ~
注

1
,
y :

r _
了「dx 、

」
f

」

Ie x P l l se l u 了 = I泣 u 艺 =
J 、 J 之了 I J

( 2 )夕
I,

+ 告
、

= o
,

令 夕 : = l
,
夕 z 一介

x p ( 一
丁

d x
、 」

「 l
」

— 八
l艺 = ! — u J

艺 J 芯

二 I
n 了 。

2
.

若 1 + P ( x ) + Q (二 ) ~ o 时
,

令夕 . = e x p ( x ) ;
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1一( P x )+ Q( x )一 。 时
,

令 夕 , “ e x p (一 x ) , P ( x )

+ x ·

Q (X ) ~ o时
,

令 y , = x 邝一 二P x( ) + x Z
Q x( )

- 司 一 _

一 0 时
,

令 yl 一

专
.

例如
·

(1 ) vll + 一三- v, 一
一

-工- , 一 。 ,

因 p (x ) +
、 ` ’ ` ’

1 一 x “ 1 一 x 了 一 ’

一
-

沈Q ( x ) ” o
,

令 y . , x ,又因 1 + P ( x ) + Q ( x ) = o
,

可令 y : ~ e x p ( x )
。

l
,

1
_

~ 。 , 、 .

。 ,

( 2) y
”
+ 亡了一台夕 ~

·

o
,

因 尸 (二 ) 十 Q ( x ) = 0
,

,

X
一

X一

令 少: ~ x ,又因 2一 x P ( x ) 十 护 O x( ) ~ 。 ,

可令夕: 二

1

艺 .

汀 二
写望

d工

}黑扮
。

+ ,

汀州多Zd之 且 。 -

其中不定积分不带任意常数
.

证 用常数变易法
,

令 y 一 c , (二 )
·

夕 , + ` :
(x )

·
y :

代入式 ( 2
.

1) 得

· 1 ( X ) 一

{共卿
dX 及

· : ( X ) 一

{州多Zd
X

: ,

一
,

可二
之

黔
d

粉
, : ·

丁凶架
d* 且 。

竺
少 { }荆

·

证毕
。

1
气签少y 一 万竺了万y 一

.几

— 占
牙二 l y = O

,

因 1一 尸 ( , ) +

Q (二 ) 二 O
,

令 夕 , = xe , ( 一 x ) ;为
e x p ( 一

x ,

J
e x p ( Z x ) ( x 一 1 ) d X - 1

, 、 ,

3
、

下
一 e x P气x 八 x 一

~
万 夕。

`
_

`

3
.

若 尸 (x ) 二 。 ,

Q x( ) ~ 一 砂 (。 > 0) 时
,

令 yl

~ ex (P 二 ) 与 y : = ex (P 一 面 )
。

尸 (x ) ~ o
,

Q x( ) 二

扩 ( , > o ) 时
,

令 y , 二 e x p (+ 1
. ) 与 夕: 一 e x p ( 一

i“ ) ,或令 y
l

~ “ 0 5 “ ` 和 y ,

产严
n

“
·

_

2
、

常系数二阶齐次线性徽分方程

尹 + P丫 + qy ” Q (P
、
q 为实数 ) (2

.

3)

含有 y = e x p (xr ) 的形式解
,

其中
:

满足特征方程 尸

! y l y f }
-

定理 5( 复数特解的分解定理 ) 若尹+ 尸 (x) 丫

+ Q ( x ) = g , ( x ) + 注g : ( , )
.

有特解少
.

= 夕 1’ + `少 g
,

则 y l’ 是 尹 + 尸 (二 )了 + Q ( x万 二 g , ( x ) 的特解 ;而

y g 是 尹十 尸 ( x) 了 十 Q ( x ) y 一 g : ( x ) 的特解
。

证 令 L臼〕 ” 丫 十 p (x) 丫 + Q ( x ) y’ 因为

L 〔对 + 勿犷〕 ~ L 〔对 〕 + iL 〔:y’ 〕
,

又 L 〔y 犷+ i对」
= g , ( , ) + 19 : ( x )

,

所以 L 。 1’ 〕 + i L巨犷〕 = g : ( x )

十 19
2

x( )
。

比较两端实部与虚部得 L〔对」二 9 1 ( x)
,

乙 [y 犷] 二 9 2 (二 )
。

证毕
。

例 l

解

求 y

一荃
一 *

( 1 ) 先求 、 一

子

的通解
`

~ 。 的通解歹
,

因 P x( )

+ P , 十 q
·

l = 。 ,

特征狼
r :

.
:
= 二丝争三巫

。

1
.

当尹 一 4 q > 。时
,

有二不同实根
; : 、 r : 。

有 yl

= e x p ( r : x ) 和 夕 : = e x p ( r : 二 )
。

2
.

当尸 一 4 q 二 。 时
,

有二相同实根
r , =

_ 吏
2

’

一 告
,

(Q
X

卜
。 ,

令 , . ` 1
,

所以 为 一 yl
·

J

责二
p (一
丁
尸 ( X ) ` X ,` / 一

丁二
p

(J誓)
` X 一
仲

X -

誓
.

得 、一
, + ` 2X 2 。

’

用 定 理 4
,

由 于 。

Zx 笋 o
,

所 以
, c ; (二 )

一

险
一 {

y : ,

…之

之里兰二丝 d二

三d x 护
, 、

一

万
, ` : 、二 , 一

f 少 :

f ( x ) 」 _ _ (

j 赞
.

石,一~ 一 J

(2)犷x2沁
e。 (· 、工 )

。

由定理 2得 , : 一 。 x p (一 )
{
。。 ( -

11八U
.t胜胜.
.

lt
,.

有 夕1 ”

2r 声)
.

之2
一

e x P ( 十 Z r 一x )七 . 挽
x P ( rl x )

。
、

当尸 一 匆 < 。
`

时
,

有二共扼复根
r ,

,
: =

、 .

了石
一

二子
、 .

_

一
士 i 二竺份es

~

乙 = a 土 i夕
.

有少 , , e x p ( ( a + i尹) x )和
一

一

2 一
一 `

”
`

“

y : = e x p ( a 一 i砂 ) 或 y , = e x p ( ax ) c os 爪 和 y : =

e x p (ax )
· s

i n六
。

3
、

二阶非齐次线性微分方程

定理 3( 非齐次方程通解结构定理 ) 若 y ,

和 头

是式 (2
.

2) 的一个基解组厅 = ` , y , + `
口

:

是式 (2
.

2)

的通解 ; y
’

是式 (2
.

1) 的一个特解
,

则 y = 歹十 y
`

是

式 ( 1
.

1 ) 的通解
。

定理 4( 非齐次方程特解定理 ) 若 y ,
和 y :

是式

(2
.

2) 的一个荃解组
,

则式 (2
.

1) 的一个特解为 y
’

=

2了

宁dx 一
音

,

得 ,

一静
3 十

争一音
尸

.

( 3 )’ 由定理 3得非齐次方程通解 y 一 ` , + ` 2

护 +

含
X ”

4
、

常系数二阶非齐次线性微分方程

尹 + P了 十 q y ” 。 ( P
、
q 皆为实数 ) (2

.

4)

1
.

用特征根法求式 (2
.

3) 的通解歹= `
口

,

+

`
洲

2。 2
.

用待定常数法求式 ( 2
.

4) 的一个特解 y
` 。

根

据 f ( x ) 给出特解形式
。
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(l )当 f (x ) = P
. (x )x ep (赶 )

,

令 夕
`

=

x 奋Q
, ( x ) e x p (七 )

,

其中 凡是实数
:
k 二 。 ,

孟不是特征

根 , k = 1
,
孟是特征单根 ; k 二 2, 之是特征重根

.

此处包

括 孟 = 0
,

f x( ) ~ P八 x ) 的情况
。

( 2 ) 当 f ( x ) = P
, ( x ) e x p ( ( a + i夕) x )

,

令 少
.

=

x `Q . ( x ) e x p ( ( a + i夕) x )
,

其中人= “ + i夕是复数
:

k

= o
,

孟不是特征根 ; k 一 1
,
孟是特征单根

。

此处包括
。

二 。 ,

f ( x ) 二 尸 . ( x e) x p ( i爪 ) 的情况
。

( 3 ) 常见 fl ( x ) = a e o s

爪 或几 ( x ) = as in所
,

令

y
.

~ 犷 A ex p i( 爪 )
,

其中
: k 一 。 ,

孟不是特征根 , k ~

1
,

几是特征单根
。

先由 L〔y
`

」= ae xP i( 爪 ) 定出 y
.

= y l’ + 妙 z’
,

它对应于 L〔y 〕一 石 x( ) + i几 ( x ) 的特

解
,

根据定理 5知
,

yl’ ~ R e y
.

是 L 〔y 〕~ 石 ( x ) 的特

解 ,夕扩 = mI y
.

是对应子 L臼 」̀ 几 x( ) 的特解
.

「 一

3
.

由定理 3得式 ( .2 4) 的通解 y = ic ly 十 cz 为

+ y
’

或 y = c l y , + c Z夕 2 + R e夕
. ,

或 夕 = c ,夕 , + e :夕 2

+ Im y
“ 。

例 2 求尹 一 7丫 + 6y = co sx 的通解
。

解 ( 1 )夕
卯

一 7 y’ + 6夕 = 0
, r Z 一 7 r + 6 = 0

.

所

以
, r l = 1

, r : ~ 已
,

夕~ ` : e x p ( x ) + r : e x p (叙 )
。

(2 )
,

先考虑尹 ~ 7了十 6y = xe p “ x 》 ,

因 孟= `不

是特征根
,

故令 y
’

= A ex (P i x)
,
y

’ ` 二 A i e x
(P ` x )

,

,
·

一 xeA
p (ix)

,

代入方程币得 , 一

六
-

1
, _ . _

. 、 `

名丁 L勺 十 了 t , 一 y
一

=
I 性

5
.

7
言丁 十 t 二二
I弓 了任

·

( e o s x + 葱s i n x )
,

取

R· ,

一六
` S

O O S X 一 ,· `n二 ,
·

( 3 ) 得原 非齐次方 程通解 夕 二 ` , e x p ( x ) +

` Ze x p `6 x , +
六

( cs o s二 一 7
· `n X )

关于列微分方程间题
,

也应给予充分重视
.

( 1)

用微元法列出 ; (幻 由间题的几何意义和物理 t 满足

的科学规律列出
.

“
;

由于线性徽分方程应用广泛
,

它起到工程数学

的作用
,

因此
,

在教材改革中应适当增加应用间题的

内容
,

以提高理论联系实际的能力
,

培养分析间题和

解决问题的技能和技巧
。

一
`

·

(上接第 1 04 页 )

如
:

求分co sb X
dx

、

扮
S in

bxdx
.

解
:

对它们分别施行一次分部积分法
,

得

{产
e o s

蒯
二 一 土

e一 e o s 。二 + 立 I产
s ; n

&xd
x

J “ “ J

其中
a

为常数
, n

为自然数
。

值 得 注意
`

的
`

是
,

前 面提 到过 的 l
p ( X )
州: 。

{
户( x ) s ǹ

bxd
、

J
户( x ) 。 o : 、 “ 可以用分部积分法求

解行

J
亡一 s `n bx dX -

去广 isn bx - 立卜
一co sb x

dx
.

这里
,

户x( )为
n
次多项式

,

但是户 ( x )为分式则不
.

如
:

将上两式看成关于介
一 co sb X “

、

分isn汕
的

方程组
,

解之可得
:

easJ co sb X dx 一 些些争浮竺
e一 + `

介
一 is n

bx dx 只坐等母黔
三e一 + ·

cJ
o s ( ,n X ) dX 及 {

8`n ( , n X ) d X 、

{xe
· c o ·

xd X 及

xe[
二

咖xdx 也可以用该方法求解
。

2
、

导出递推公式

一般地
,

当被积函数带有
n

次幂指数时
,

运用分

部积分法不能立即得出结果
,

只能将被积函数降次

并出现还原
,

这时可导出递推公式
,

再用递推公式求

解 不 定 积 分
。

常
·

见 的 有
小

。 X
dx

、

归
n 、 dx

、

介
。二 xd X !

介一
` X

、

丁一
` J 、

丁又片而

卜丁乡
二
,.J 一

J瞥 dx
、

L一丁警 d
了

用分部积分法容易给它们建立递推公式
,

但运

用递推公式最后可归结为下列三个积分
:

,

「ex
。 ,

「is叮
」 , _ 了

J l ~ l — u 工 , J , 一 !

—
u J 、 。 , 一 I

J 艺 J 诬 J

鲤竺dx

我们已经知道它们均不能用初等函数表示
.

由于分部积分法对求被积函数为两个或三个函

数乘积的不定积分有特效
,

这就决定了它在积分方

法中的重要作用
.

在教学中应将重点放在议上三个

方面
,

即在确认适合分部积分法的 积分奥塑的前提

下
,

恰当地选择
u
和 vd

,

正确地运用分部积分公式就

能很好地掌握分部积分法
,

同时分部积分法牌用过

程中出现的还原问题
,

在教学中也应给予重视
.


