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归纳和类比在高等数学教学中的运用

于 涛

(盐城工业专科学校
,

盐城
,

2 2 4 0 03 )

力
,

十奋

著名数学家拉普拉斯曾说过
,

归纳和类比是
“

发现真理的重要工具
” ,

在数学教学中加强对

学生进行归纳和类比方法的训练
,

有助于从一个方面提高学生的思维能力
。

以下结合自己在教

学中的体会
,

谈一些看法
。

一
、

归纳推理在高等数学教学中的运用

归纳是一种凝聚型的思维形式
。

归纳推理是从观察开始
,

对各个特殊事物进行综合分析
,

从个别特殊的判断中提炼出对同类事物具有普遍性 的判断来
.

归纳的方法在微积分学中几乎

处处可见
,

诸如极限
、

连续
、

导数
、

微分和积分等概念都是从运动着的客观世界中归纳
、

抽象出

来的
。

一般说来
,

许多老师在教学中对上述概念比较重视
,

对归纳推理能力的训练却重视不够
,

往往是新定理的引入只简单地写出定理并给予证明
,

而忽略了该方法所体现的创造性思维
。

一个定理总有它是如何被发现的间题
。

一些重要定理的发现
,

往往经过数学家一段时期的

努力才变得那么完善严密
,

当然在数学中既无必要也无可能按历史发展的原来面貌与过程去

讲
,

但引入一个新定理时
,

应考虑把归纳推理方法的训练安排在教学过程中
。

例如
,

学生在掌握

基本初等函数的求导法则之后
,

在求 y 二 s icn os x ,
y ~ 石石

,

y 一 ex p扩 等函数的导数时
,

还是

有困难的
。

象先前那样直接从定义出发导出求导法则
,

在这里 已不能解决问题
,

这就迫使我们

寻求新的求导法则
。

不过从上述这一类函数中可归纳出一个共同的特点
,

这就是函数中都包含

着某个中间变量
,

如 y 一 s icn os x ,

可令
。 一 。 os x 为中间变量

,

于是有 , 一亩益
,

对 。 及 。
止名os

二

对 x 的导数都还会求
`

,

函数 y 一 了l五王
,

y = e x p x Z

等也有相仿的情况
。 . ’

求这类函数的导数所面临的共同困难
,

启发我们必须考虑如下的一般 问题
:

设 y = f ( u)
, u

一抓 x )
,

分别对
“ 、

x 可导
,

且 u ~ 抓 x )的值域落在 f ~ f (u )的定义域内
,

问是否存在对复合函

数少 = f 〔抓x )〕关于 x 的一般求导法则 ? 如有
,

法则应是怎样的? 为了解决这个问题
,

必须看一

看已经掌握了哪些知识
。

教学到此进程上
,

学生已经知道
,

设在 x 处给增量△ x
,

随之在
u 处有

~ 二
人

一
` t

一~ ,
人

而 , : , _ _

△ “ J
, _ _ 、 : : _ △y _ 。 ,

_
、 二 。 本 、 _ 、

衬 。 `口
、 ,沈

增量△ “ ,

在 , 处有增量△ ,
,

则去兜岌
一 尹“ ,

,

溉岌
一广 `“ ’

。

又因为沁 ,可导
,

所以连

协甘,

续
。

故有 il m △ “ ~ 0
。

现要看 l i m
△ 二一 , 0

lim
单

= l im

△ 二 , 。 乙八 X △二 , 。

瓮
等于什么 ? 考虑到

瓮
一

瓮
·

瓮
,

会联想到有

(瓮
·

瓮卜概瓮
·

溉瓮
· ,

即 尹w([
x )] = f’( u) u’( x)

。 」

至此
,

我们可以联想出
,

这也许是一个新的法则
,

即复合函数求导法则
。

不过
,

再仔细检查
,

可以

发现证明过程应限制△ “
恒不为零

。

事实上
,

对有些复合函数
,

不论△ x 如何小
,

它都始终可取

到零值
。

例如 由函数
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在点 x 一 。 处和相应的
u 一 。 处

,

虽然有

,
, 、 . ` _ _ _ , 一 、

一
,

,
_

少
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一
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J 火“ 少 l一
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= e x p 气u 夕 l一
。

~ l 艺又 甲 气x 少 l
二二 。

~ u m 仄 ,二
、 、

认 △~
。 亡、 孟

(△ x )
2

l
s i n

△ x

八药 , O △ x
l im 一一一` ` -

` 一一一生已二`

雕
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。 的过
触
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isn 众麒砚卜蒯孵
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例并不适用
。

但是
,

这一证明方案对许多函数 (只要△竺恒不为零)是适用吹
,
因而证明的结果

对许多函数也是成立的
。

至此不仅要问
,

虽然上述的论证方法已失去其一般性
,

但许多函数都

适合 ;这个论证结果是杏真有一般性呢? 这种归纳推理是理所当然的
,

也是非常重要的
,

为此
,

不妨就刚才的例子具体验证一下
:

X1

、

△一e x P (△ x )
2
一 1

(△丫》 2毛
1一一一

二 ,
一 lex ((n △ x )

2

}, i。 工
’

U 溉
一

}一二以` 专 ,
.

三
} 乙二工

劣△li m
△ ￡

~ O

e x p (△ x )
2
一 l

(△ x )

( f〔袱 x )〕 )
`

I
, 一 。

= l im
户~

。

叠2 = 一; m

△ x 压几

e x p
} (△ x )

`

}
s ,。

尖 -
·

、
’

、

乙么工

△ x

,

.弓辛

再利用前面的结论 :( 了〔帆劣 )加
’

卜一
。
一 尹 (u )I

一
尹 (x ) !

二

一
1

`

“ 一 o

验证结界说明
,

原先的论证虽然对该例不适用
,

但结果却是适用的
、 ,

于是我们可以猜想
,

这个法

则也许具有一般性
,

问题是如何寻找一个一般的证 明方法
。

既然不能直接用定义的方法
,

因而

二二、 。 人
_

_

二 , * crI 、 * * 二 二 、 二
, : _ △ y

_ 。 , _
_

、

二 , △ y 。 , 、 . _ , : : _

要设法将△ y 用其它形式来表示
,

由极限 il 二 长罕井 尹 ( “ ) 可得
,

赞姿二 尹 (的 十
。

il( m 。 -
~ ~

’

“
’ ”

一了 ’ 」 J

~ 甘
’

“
、 / 一 , 、

..’
’

囚 叭
r ` 石几△丫

`

“ 、 一 ” “ 丁
, ,

△ “ 一 了 ” 一 `

” 毯若石
“

一

)Q
,

△ y 二 广 u( )△杯+ : ·

△ “ ,

至此
,

间题变得容易解决了
。

综上所述
,

一方面归纳毕竟不何于论
.

证
,

应将由不完全归纳得出的结论与通过论证得到证

实的真理严格地区分开来 ; 另一方面
,

由归纳
`
一再得到证实的结论可启发我 ff1 去发现真理

,

所

以归纳推理是培养创造能力的一个重要手段
。

二
、

类比推理在教学中
一

的运用

与归纳思维相反
,

类比是一种放射型的思维形式
,

类比推理是从个别判断中的部分因素得

到启发
,

而推出另一个个别的判断
。

它所得出的结论的真实性是不确定的
,

同样它不能看作一

种严格的推理方法
,

但能给人二种联想
,

它在创造型思维中具有不可忽视的作用
。

例如
,

函数 f

x( ,y
,

幻在可导点 (。
,

b
, : )处取极限值的 必婆条件是什么 ? 当然学生会自然联系到一元函数 f

(二 )在可导点
。 夕卜取极值的必要条件广 (。 ) = 。

,

这就启发我们以局部变动的模式考虑行不行 ?

即如果假定 y
, z
依次取 b

, 。 ,

而 x 护 a ,

f(
x

,
)

, : )成为一元函数
.

此时
,
x ~ a 处取得极值的必要
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条件是釜在 x 一 a ,
y 一 b

, z 一 : 处为零
,

类似的带
,

笼在 x 一 a ,
y 一 b

, z 一 : 处也为零
。

通过与一元
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即
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函数的类比
,

估计上述推测正确
,

然后以上述思路去论证
,

结果得到了预期的效果
.

类比推理在

教学中的应用是十分广泛的
,

多元微积分中许多概念
、

定理的发现和创造都是与一元微认分中

相应概念和定理作类比的结果
,

此外
,

在微积分里
,

经常能看到无限与有限作类比
,

例如
,

从有

限个函数和的导数与积分到无穷级数的可微性与可积性
;
从两个多项式相乘到两个无穷级数

的相乘
,

都运用了有限与无限作类比的方法
。

因此
,

在教学中可大量运用类比的手法推测新定

理和提出论证的思考方案
,

不仅可巩固已有的知识
,

更可提供学生借助类比推理进行创造性思

维的机会
。

但应注意其中常常埋伏着许多危险的陷井
。

例如原级数为
:
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二
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护 ` 任 、 n , 尸 1 尹 `

相加得到
:

l + 李一 冬+ 冬 + 冬一 丰 +

j 乙 0 1 怪

… +
月击十只

一二 二

斗月 一卜 1 任凡 月~ J
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2 ( n + 1 )
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二
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通项
丁

弄
; ,

二斗茂表示原级数的所有奇数项
,

通项一
任 n

`

r l 任 ,’ , 尸 J

1

2 (九+ 1 )
(当 n 一 。 , 1

,

2,
,
二时 )表示原级数的

所有偶数项
,

项的位置交换后
,

级数的和也随之改变
,

即有限情况下成立的项的可交换性在无

限情况下就未必成立
。

再如在学生的学习中
,

往往也 自觉不自觉地运用类 比的方法
,

这当然是

十分掀的
,

但有时并不完全了解类比推理耍从两个对象都有某些相同或类似的属性
,

并且其

中的一个对象还有另外的某些属性为前提
,

往往只作形式上的类比
,

因而有时会导致错误
,

这
’

·

一 「x ~ a 亡o sa f
、

,

圣

在求参数方程的高阶导数中表现得十分突出
,

例如
,

求参数方程 {
、 . ,

所确定的函数的
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,

一些学生在接着求二阶导数
一 口 ,
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时
,

直接连续写为器一
se ezt

,
这是他们常犯的具有典型性的错误

,

他们认为
,
既然一阶导数

是某一函数 f (t )
,

二阶导数 自然是 尹 x( )
,

他们把参数方程所表示的函数与非参数方怪所表示

的函数的求导方法作了不自觉的类比
,

而且把后者的结论直接套到前者上去
,

他们忽视了由参

教所确定的函数的一阶导数不能用单一二
t刃 一个式子表示

,

而应表示为
:

、
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所以
,

二阶导数应是
:

业 台

d x “

些{迪
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1
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由此可见
,

尽管类比推理存在着陷井和不足
,

但只要我们准确运用类比推理
,

还是可以从中引

导我们去发现真理的
。

总之
,

注意把类 比和归纳的方法贯穿在教学中
,

对培养创造性思维能力是有益的“
`


