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关于 Q (x )
、

M( x )方程及图中两个问题的讨论
`
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,
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引 言

建立剪力
、

弯矩方程
,

绘制剪力
、

弯矩图是材料 力学课程的主要内容之一
。

许多教科书对这

部分内容作了详尽的分析和介绍
,

但大都忽视了其中两个问题
,

一是 Q (x )
、

M (x ) 方程区间开

闭性
;
二是积分法绘制剪力

、

弯矩图在理论上的论证和实践中的应用
。

前者表明载荷的性质对

剪力
、

弯矩方程的影响
,

通过 Q (x )
、

M (x ) 图来反映梁的受力状况及特点
,

具有很强 的力学意

义
。

后者为准确
、

迅速绘制 Q (x )
、

M (x ) 图提供行之有效的方法
。

I Q ( x )
、

M ( x )方程区间开闭性的确定

Q (x )
、

M (x )方程的区间什么情况下是全闭的 ? 什么情况下是全开或半开半闭的 ? 决定区

间开闭的直接原因是什么 ?这些问题在教材中未作重点论述
,

因此学生在学习这部分内容时也

容易忽略
,

在确定区间的开闭性时往往随心所欲
、

错误很多
。

针对以上问题
,

笔者主要从数学意

义
、

力学意义两方面进行讨论
。

1
.

1 根据数学意义确定开闭性

考察两函数

工
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在 (0
,

1) 区间的开闭性
,

其 图象见图 1 及图 2
。

图 l 图 2

由图 1 可知
:
y 一 x 在 ( 0

,

l) 处连续
,

其区间为闭区间
.

即
: o簇 x 簇 1

。

由图 2 可知
: y = 0

.
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( o
,

l) 范围内连续
,

但在 。
,

1处发生突变
,

故为开区间
,

即
: 。 < x < 1

。

因此
,

可得 出如下结论
:

如

果区间两端点处函数值不发生突变或者说
“

连续
” ,

那么方程的区间为闭区间
,

反之为开区间
。

1
.

2 根据载荷性质确定区间的开闭性

作用在梁上的载荷主要有三种
:

集中力
、

集中力偶和分布载荷
,

它们决定着梁的内力分布

情况
,

也影响着 Q (x)
、

M ( x) 的形状
。

下面讨论不同的载荷性质对 Q ( x)
、

M (劝方程区间的开闭

的影响
,

所得结论可以作为判断区间开闭性的根据
。

1
.

2
.

1 集中力对作用点处 Q ( x )
、

M ( x )值的影响

例
:

有一简支梁如图 3 所示
,

讨论其 C 处的 Q ( x )
、

M ( x )值
。

取 d x 段为研究对象
,

由平衡

条件艺 Y一。
,

cQ
一

+ q x( d) x ~ P + cQ
+ ,

令 d x ~ o ,

则有 cQ
一
= P十 Q犷成立

,

因此
,

在集中载荷作

用处 Q 值发生突变
,

突变值为 尸 ; 艺cM ~ 。
,

cM
一

+ 尸
·

d x + cQ
十 ·

d x 一抓 x )
·

d( x ) + cM
十 ,

令

d
户

。 ,

则有 八了七一 cM
十
成立

.

因此
,

在集中载荷作用处 M 值连续
,

不发生突变
。

门ō |滋

l
,

2
.

2 集中力偶对其作用处 Q 之材值的影响

例
:

有一简支梁受力如图 4 ,

讨论其 C 处的

Q
、

材 值
。

同理有 Q
c

一 Q
c + ,

Q 值在 M 作用处

连续
。

拟亡
+
一 M十人夕七

一 ,

M 值在 m
l

作用处发生突

变
。

1
.

2
·

3 。 (x )对
“

起
、

止 ”
端处 Q

、

M 值的影响

同理有
:

cQ
一
~ cQ

+ 从七
一
~ M七十 bQ 一

Q +b 材b
一何乙+

。

Q
、

M 值在 B
、

C 处均连续
。

所以
,

尸
.

q x( )
、

m
l

对其作用处的 Q
、

M 值

戈犷
.

一

卜
一 `

{
。
不万庵叻

。

C {

、 卜
一一

d丈
了

尸

Q
二

I沸(迢

q (了 )

卜Q才

从 { }礼一!

卜旦
`

(
,

、

图 3

夕戈一

卜
一一

: ,

称C一叫
`一门卜

图 4

一
一一一叼 E
产

, ,

A

筑一
.

q (之 )

I了
一

才
一

了门
_

.

上
~

名一上 “
C D

未

图 5

的影响结果如表 1
。

表 1

Q (了 )

突变

连续

连续

M ( x )

连 续

突变

连续

表 2

Q ( x )区间 M ( x )区间

开闭闭开闭闭p跳叮pmlq

由于梁 Q ( x )
、

M (x )方程是以 P
、

M 和 )̀ 起止端点为分界点而分成一个个区间
,

而区间的

开闭取决于该处 Q x( )
、

M x( )是否连续
,

综合载荷性质对 Q (x )
、

M (x )值的影响结果
,

这就表明

了载荷性质是决定方程区间开闭直接原因
,

影响结果如表 2 所示
。
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2用
“

积分法
”
绘制剪力

、

弯矩图

绘制 Q( x)
、

河 ( x)图的方法很多
,

其中关键问题是求各段 Q x( )
、

M x( ) 图的端值
。

如果用积

分法绘图
,

则可把示端值简化为对 q ( x )
、

Q (x ) 图形面积的计算
.

这样就可以既快又准确地绘

出 Q (x )
、

M ( x ) 图
。

证明如下
:

2
.

I Q ( x )
、

M ( x )值与
a ( x )

、

Q ( x )分布图

M
、俄
了

之间的关系

(l ) 有 一悬臂 梁
,

受 力如 图 6 所示
,

设 Q

( x )
、

M (x )图为已知
。

首先
,

取 X 段为研究对象

如 ( a )图

艺 F y ~ O

q (了乞

扭工工口
一

{
一

’ 。

! 一 脚
二

月
、

为

一)[M一(Q价
b

刁
,l

口

Q ( X ) 一 二。 (X ) d X 一

介
( X ) d .xt

艺材
` ~ O

M ( X ) 一 二

丁;
、 ( X ) d X

·

d ( X ) 一

丁;
Q ( X ) d X

因为 q ( x )和 Q ( x )是连续有界
,

所以可积
。

由定

积分的几何意义
:

Q ( x ) ~ S *
,

M (工 ) = S “

上 式说明
,

分 布在 X 处 引起的 内 力 Q ( x )
、

M

( x )分别为面积 S ` 和 S*
。

(2 )图 7所示一复杂梁
,

其受力图及 Q ( x )
、

M ( x )图为已知
.

A B 段
:

取研究对象如 b( )图

艺 Y ~ O

` 二 二 t
_
二

卜
一一

己工 (
一州
( b )

Q 二 / 才
1 d’x / 产 }

_ _一

/ 尸声户沪 (Q对 }
`

一
匕二—

- -

一
` - -

一
-

一
-

一~
了

Q (X ) 一 R a
+

五
、 ( X ) d X

卜
-

-

一
￡
一 州

( c )

丫 q ( x ) ~ O

.’
。

Q ( x ) = R a ,

且当 X
I
一 a ,

Q ( a ) 一 R a

艺材七一 O

M x()
一 aR

·

x
,
十

认
、
x() dx

·

d x()

丫 q ( x ) 一 O

:
。

M ( x ) 一 R a ·

X
l
~ 又矿胡

且当 X
;
= a

M ( x ) = S
,
( S

,

见 d 图 )

奏

袅一
二二 了硫于}

卜一

“
一 一一

叫
( d )

图 6

丑C 段
:

取研究对象如 c( ) 图

艺 Y 一 O

Q (二 ) 一 R · +

艾
’ ` 、 ( ? )d二 一 ,
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一 R a 一 P+ S衬、

丫Q b
+ ~ R a 一 P

:
.

Q (x 2)~ Q b
+
+ S、 、 , a ,

且当 X
:
~ 2a 时

,

Q ( Z a ) = Q b + S , “ ( S。 ,了
,

见 a
图 )

万材亡二 O

M ( x
Z
) 一 R a ·

x :
一 P (x

:
一 a )

+

犷
一

~ R a ·

Q (x ) d x

a 十 ( R a 一 P ) (x
:
一 a )

Q ( x
:

)

M ( x
:

)

+

芡
’ 一 `

“ (二 , d二

力一下 {乡
一 ’ ”

卜
` ’ 一

州
( b )

~ 材乙+ + S~
,

一

M ( x
:
) 一 S

,
+ 5

. 、 一 (S 、 。 ,

见图 7 d )

式 中材6 + 一 S
;

S , 、 、 一 〔R a 一 P ) (x
:
一 。 ) + A

丁:
’ 一 `

Q ( x ) d x 〕、证略 )

且当 x :
一 Za 拟亡~ S

,

+ S
:

十 5
3
(见图 ,

’

d )

同理找出 C D 段 Q ( x )
、

M ( x )与 g ( x )
、

Q

( x )分 布面积 间的关 系
。

因此
,

利用积分法 Q

(x )
、

M ( x ) 图可分别转化成对 q ( x ) 和 Q (
x

·

)面

积计算
。

证毕
。

2
.

2 用
“

积分法
”

绘制 Q (x )
、

M (x )图的步骤

如图 8 所示为一简支梁
,

已知 q
、 a ,

M ~ qa

P一 Zq a
,

试绘制 Q
、

材 图
.

解
:
( l) 求支反力

R a = g a R e 一 g a

厂一

卜一

本
a ,

}

·

洲了

B d 尸

、 Q ( x
Z

)

`

M ( x
:

)

’ 一

资一
洲

( c )

件x(Q
,

)

六
5

3 {下门
, 二

X标
卜!

卜

—
.

一—
( d )

( 2) 由微分关系

的形状
。

d口 ( x )

d x
一 q ( x )确定 Q ( x )图

段 A B B C C D D E

叮 (x ) 叮 , 0 叮> o 叮= 0 叮= o

Q ( x )

一 / 一 -

一
形状

... ~ 、 ~ ~ 、 ~ ~~~

图 7

( 3) 绘制 Q ( x )图 (包括求端值 )

这里集中力 P个使 Q 图在该点向上突变
。

( 4) 由微分关系

d M ( x )

d J少

确定 M ( x )图的形状
。

~ Q ( x )
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( 5 )绘制 M ( x )图 (包括

求端值 )

这里集中力偶 M 顺 时

针转向使 M 图 中该点向上

突变
。

2
.

3 几点说明

( 1 )
“

积分法
”

使用 条件

①抓 x ) 向上 ( 个) 为正
;②

x 轴正方 向 指 向右边
;③ Q

(x )
,

M (x ) 图绘制必须 自左

向右逐段绘 出
。

(2 ) 极值的计 算方法

①先确 定极值点的 位置 (根

据 Q 图中 Q ( x )为零的点 ) ;

②由 Q 图形 的面 积计算 出

M 的最大值
; ( 3) ①对 Q 图

,

如 梁 中有 集 中 力如 A B 段

( B C 段 )
。

Q b
-
一 Q

a + + S ( g ( x ) )

cQ
-

一 Q b + + S ( , ( x ) )

②对 M 图
,

如梁 中有集中力

偶作用 (图 7 ( a ) D 处 )
,

则

拟亡

一
1 1 / 8叮a

图 8

一 材 J +
+ S (Q d ~

e ) 一 人f己十 十 5 4


