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有限差分法在斯托克斯问题上的应用
’

巫衡竹

(盐城工学院建筑材料 1二程系
,

盐城
,

2 24 0 03)

摘 要 将有限差分法应用于 tS o k es 、 if r s t p or b !en
, 的求解

。

因为使用 了显式格式
,

解是有条

件德定的
,

所以在推导 出差分方程后
,

分别通过两个算例
,

借助于电于计葬机进行计葬
,

求得满

足德定性条件下流场的速度分布 曲线
。

关锐词 有限差分法 计葬流休力学 斯托克斯问题

分类号 0 3 6 8

流体力学广泛应用于动力
、

航空等部门
。

但由于流体 力学中非线性问题特别多
。

大量实践

中的复杂问题
,

特别是在国防
、

航空和宇航上不得不借助于实验研究来解决
。

近年来
,

由于电子

计算机技术的迅速发展
,

几乎对流体力学的 各个分支都产生了猛烈的冲击
。

有限差分法是计算

流体力学的主要组成部分
,

它用离散化的方法把流体力学问题化成代数方程组
,

从而求得流场

中离散点上流动参数的近似数值解
。

由于数值方法最终使用的是算术运算和逻辑运算
,

可以通

过现代大型高速计算机来实现
,

因此
,

有限差分法为流体力学研究增添了一种新的手段
。

本文

探讨有限差分法在 S t o k e s ’ 5 f i sr t p or b l e m 上的应用
。

一
、

推导差分方程

S t o k e s , 5 f i r s t p r o b l e m 即平面壁突然加速问题
。

平板和整个流体在时间 t = o 以前处于静

止状态
,

然后平板在它自身平面内以恒速
.: .

从静止开始运动
,

求流场的速度分布
。

选择
x
轴与平面壁重合并指向

u . ,

方向
,

得到 N 、 ,。 一 S : o k se 方程
:

.

触 济` -

压 一 ` ’

反

根据文献【l] 可知
,

整个流场压力为常数
,

边界条件为

t ( 0
, u = o (对所有的 y 值 ) ; z 异 。

, 。 二 u , ,

( y = o ) ; u = o ( y ~ oo )

现在以向前差分形式写出 i 结点的速度对时间的 导数
;

( l )

这里的 0( 山 )反映的是含有因数 尔
、

么扩
、

山

求空间导数
:

一 尹了

,

1 1

· , ` ,

(山 )

的其余各项
。

再使用第
n
时间步长的速度值
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这里 0 ( △y
Z
) 为 ( △y )

’

阶截断误差
。

则方程 ( l) 可以写成
u 丁

+ ’
一 u 夕

西 ~ v

“ 九
l

一 2 “ 丁+ 衅
一 】

—
一 , 广了一万了

一一 十 U L`甘
气口夕 )

-

,

△夕 2
)

i 结点表示流体中离开壁面的一个点
,

与 y 坐标没有固定的关系
。

舍去上面方程中的 。 (△t
,

△ y
Z
)

,

则得到

· :

一
: +

岌豁
〔· 、

1
一 2· , + ·乳

!

〕
( 2 )

使用显式格式
,

可以直接求出时间 t + △t (即
n + l) 时 i结点的速度

。

文献「2〕提出的稳定性条件是要求稳定性准则 (即扩散数 ) D ~

Jg 镇 0
.

5

v
山

(乙夕 )
2 满足

( 3 )

如果时间步长取得过大
,

解的过程是不稳定的
,

随着解的进行
,

振荡误差将会增长
,

称为动力不

稳定
。

从方程看出
,

精度为 。 (△t )和 。〔(△y )
’

]
。

二
、

数值不稳定算例

假设平板及整个流体在 t 一 O 以前处于静止状态
,

然后平板从静止开始沿着自身的平面以

l om / : 的速度运动
。

流体是油
,

运动粘度是 0
.

0 0 0 2 1 7 m ’
s/

。

对于下列步长
:

勿 ~ 。
.

o 01 m
,

山 -

0
.

01 05
,

使用显式公式
,

计算作为 y 和 t 的函数的速度
。

首先计算稳定性参数值
,

即扩散数 D :

v
山 0

.

00 0 2 1 7 X 0
.

0 1 0

丈可砰 - 一 ( 0
.

0 0 1 )
2 = 2

.

1 7

计算出 D 值大于 0
.

5
,

超过了稳定性标准
。

因此
,

我们可以预料
,

随着振荡误差的增长
,

解将是

不稳定的
。

壁面被定义为 i一 1结点
.

对所有时间
,

壁面速度 u 梦一 10
.

o m s/
,

这是给定的边界条件
。

现在

对第一和第二两个时间步长计算速度场
,

起始条件为
:

t 一 0
, : t

了= 1 0
.

o m / s

流场中所有其它点的速度值均为零
。

一个时间步长后的流动
:

n = l
,
t 一 0

.

0 1 0 5 , u } = 10
.

Om /
s

使用方程 ( 2) 计算 i一 2 结点的速度

川 ~ 川 十 D (U g 一 2姚 + 川 )

~ 0 + 2
.

1 7 X ( C
,

一 0 十 1 0 ) ~ 2 1
.

7 m / s

流场中其它所有速度值
u
为零

。

两个时间步长后的流动
:

n 一 2
,
r = 0

.

0 2 0 5 , u
圣= 10

.

Om / s

u
鑫二

u ; + 」〕 ( u 孟一 Zu
孟+ u l )

= 2 1
.

7 + 2
.

1 7 X ( 0 一 2 X 2 1
.

7 + 1 0 )

= 一 5 0
.

7 7 8m / s

` 二 码 十 D ( “ ; 一 2“ ; + “ ; )
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= 0 + 2
.

17只 ( 0一 0 + 2 1
.

7 )

二 4 7
.

0 8 9 m /s

流场中其它所有速度值
u
为零

。

其它时间步长的速度值由计算机算出
,

见表 1
。

表 I D
: 一 2

.

冷 时
u
值

l
-一 - 一

- - -

一 五盲厂一
y ( m ) 丁 一 一 一

—

0 ( W a ll )

0
。

0 0 1
0

。

0 0 2

0
。

0 0 3

0
.

0 0 4

0
。

0 10

0
。

0 20

0
.

0 0 0

1 0
.

0 0 0

价
.

Q l ( j

l 亡)
,

0 0 0

十 2 1
.

7 0 0

0
。

0 20

0
。

0 0 0

(》
.

0 0 0

0
.

0 0 0

O
。

0 0 0

O
。

0 0 0

10
。

0 0 0

一 50
.

77 8

+ 4 7
.

0 8 9

0
。

0 3 0

1 .0 00 0

+ 29 3
.

4 8 2

一 2 6 70
-

+ 1 0 2
.

18 3

0
。

0 0 0

0
。

0 0 0

0
。

0 0 0

0000
八V
O000000000000
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从表 1 看出
,

解的过程是数值不稳定的
。

很明显
,

这种情况下的不稳定性完全是差分格式

造成的
,

并与步长有关
,

而与物理现象无关
。

但是在更复杂的物理间题中
,

不稳定的结果是物理

现象问题还是差分格式的数值稳定性问题则并不始终是明显的
。

三
、

数值稳定算例

上例中
,

步长 △y 不变
,

仍取 0
.

o ol m
,

时间步长 么1一 0
.

0 0 25

首先计算扩散数 D
:

D =
v山

(勿 ) 2

0
.

() 0 0 2 1 7 X 0
.

0 0 2
= (石

.

0 0 1) `
- 一

= 0
。

4 3 4

D 值在稳定性标准之内
,

可以预料解是稳定的
。

下面对第一
、

第二两个时间步长计算速度

分布
。

初始条件 t = 。
, n 二 o

,

川 ~ 10
,

o m s/ 其它速度值均为零
。

一个时间步长后的流动
:

n 二 l
,
t 二 0

.

() 0 2 , , u } ~ 10
.

o m / s

“
冬二 川 + )I ( i,:

~

Zu苍
一

卜衅 )

一 0 + 0
.

4 3 4 丫 ` O 一 O 一 I Q ) 二 4
.

3 4 m /s

两个时间步长后的流动
:

, 二 2
,
t 二 0

.

O Q4 s , u
{ 二 1 0

.

o m / s

嵘 ~ 姚 + D (姚 2“ 圣十 川 )

= 4
.

3 4 + 0
.

4 3 4 火 ( 0
~ ~

2 X 4
.

3 4 + 1 0 ) = 4
.

g l 3m / s

嘴 二 川 + D (川
一

2川
一

卜姚 )

一 0 + 0
.

4 3 4 、 ( o 一 0 : 4
.

3 4 ) 二 1
.

8 8 4m / s

其它时间步长的速度值由计算机算出
,

一并表示在表 2 中
。

按照表 2 所列数据可以绘制出符合

稳定性条件的流场速度分布图
。
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表 Z D
二 = 0

.

4 3 4 时
u
值

t ( s )

0
.

4 8 0

1 0
.

0 0 0

9
.

4 4 8

8
.

89 9

8
.

3 5 6

7
.

8 2 0

4
.

8 8 9

1
.

6 6 1

0
.

3 6 8
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0
.

0 0 0

0
.

0 0 0

0
。

0 0 0

0
.

0 0 0

0
.

0 0 0

0
.

0 0 0

0
.

0 0 2

1 0
.

0 0 0

4
.

3 4 0

0
.

0 0 0

0
.

0 0 0

0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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.
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4
.

9 1 3

1
.
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0
.
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J
.

0 0 0

3
.
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.

J
.
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.

0 0 0
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任八以00
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四
、

结论

在电子计算机上使用显式格式的有限差分法求解 S t o k e s ’ 5 fi rs t P ro bl e m 简单
、

方便
、

快

捷
。

虽然为了满足数值稳定性条件
,

时间步长 △ t 取得较小
,

加大了计算工作量
,

但对计算机来

说并不成为问题
,

反而使计算精度提高了
。

如通过实验方法求得流场的速度分布
,

则耗时费力

投资又大
。

因此有限差分方法为流体力学研究提供了一种新的手段
。

券
:

考文献

1 H
.

S e h li e h t i n g
,

oB
u n d a r y L a y e r T h e o r y ]功 e G r a w 一 H i l l oB

o k C o m p a n y
,

N e w y o r k
,

1 9 7 9

2 R
.

D
.

R ie h t m y e r a n d K
.

W
.

M o r t o n ,

D i f f
. : r e n e e M e t h o d s f o r I n i t ia l V a l u e P r o b l e m s ,

W i l e y

一 I n t e r s e i e n e e ,

N e w Y o r k
,

1 9 6 7

3 程心一 计算流体动力学
.

科学出版社
.

19 84

4 刘光宗
.

流体力学原理与计算基础
.

西安交通大学出版社
.

1 9 8 8

5 刘希云
,

赵润祥
.

流体力学中的有限元与边界元方法
.

上海交通大学出版社
.

1 9 9 3

(上接第 21 页 )

乙苯的转化率随着硼改性催化剂中含硼量的增加而下降
,

故含硼量对本催化剂来讲
,

有一

个适宜的范围
,

含硼量过小
,

达不到适当降低
.

乙苯转化率的微调酸性的目的
; 含硼量过大

,

催化

剂的活性下降
,

p X /万X 值远离平衡组份值
。

3 结论
3

.

1 对 P t/ H M
`

催化剂的硼改性
,

使强酸区的较强部分的酸中心数适当降低
,

从而适合于二

甲苯异构化的酸性要求
。

3
.

2 硼改性催化剂对混合料的适应性好
,

p X + 。 X /名X 的值明显提高
。

3
.

3 硼改性催化剂适当降低了乙苯转化率
,

微调了催化剂的酸性
,

从而能提高产品的液收
。
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