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非对称广义特征值问题的并行 Q Z算法
’

-

薛长峰

(盐城工学院基础科学部
,

盐城 2 2 4 0 0 3)

摘 要 昨对称广义特征值问题的并行处理是并行计算结构力 学的重要部分
,

这方面的工作

目前在国内外研究得还很少
。

将 串行计葬 中求解昨对称广义值问题 A X 一又B X ( A
、

B 为 n 阶实

矩阵 )行之有效的 Q Z 算法
’
作 了并行化处理

,

并就得到的并行 Q Z 算法在 C ha n e n ge L 并行机

止进行 了试葬
。

数值结果表明
:

当处理机个数为 2 或 4 时并行效率 良好
,

但当处理机个数为 8

时并行效率不 高
。

关镇词 广义特征值 并行处理 Q Z 算法 并行 Q Z 算法

分类号 0 29

引 言

广义特征值问题 A X ~ 又B X ( A
,

B 是
n
阶实矩阵 ) 的并行处理是并行计算结构力学中的重

要组成部分
,

周树荃
、

邓绍忠
、

曾岚等人已对对称广义特征值问题的并行处理进行了深入而又

系统的研究
,

它们的工作包括
:

并行子空间迭代法 〔`〕
,

并行块子空间迭代法 2j[
,

并行保域行列式

查找法 s[]
,

并行保域多分法 4[]
,

并行 E B E 向量迭代法 sj[
,

并行 E B E 一 L an cz os 方法 61[ 以及并行

E B E 子空间迭代法 v[]
,

相对于对称情形
,

非对称广义特征值间题的并行处理
,

目前在国内外研

究得尚少
,

能查阅到的文献不多
。

本文工作是将串行中公认有效的求解非对称广义特征值问题

的 Q Z 算法作并行化处理
,

并将得到的并行 Q Z 算法在 C ha n eg
e L 并行计算机上进行了试算

。

1 Q Z 算法

Q z 算法 1 9 7 5 年由 e
.

B
.

M o l e r 和 G
.

W
.

S t e w a r t 提 出 [ 8〕它是公认的计算非对称广义特征

值问题 A X ~ 又B X ( A
、

B 为实矩阵 ) 的有效串行算法
,

该方法是计算标准特征值间题的 Q R 算

法的推广
,

当 B 一 I 时
,

Q Z 算法退化为 Q R 算法
。

考虑非对称广义特征值问题 A X 一几B X 其中 A
、

B 为
n
阶实矩 阵 (1

.

1)

根据〔9〕P 1 3 3 的定理 5
.

7 及〔1 0 ] P 2 9 5 的定理 7
.

7
.

2 问题 ( 1
.

1 )可转化为问题 ( 1
.

2 )

A X 一 又召X ( 1
.

2 )

其中 A 是上 H e s s e n b e r g 阵
,

B 是上三角阵
。

Q Z 算法共分二步
,

第一步是对 A
、

B 的约化过程
,

第二步是对 A
、

B 的迭代过程
。

Q Z 算法
:
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1
.

1约化 A为上 万
`ss e nb eg r阵

,

B 为上三角阵

( l )对 k = l
,

2
,

… …
, n 一 1

a
.

选择 Q
,
任 H

, 一 ( . 十 ; ) ( k) 去零化 瓦
十 1

,
, ,

瓦十 2
.
,

… …与

b
.

B ~ Q
`
B A ~ Q

*
A

(2 )对 h一 1
,

2
,

… …
, n 一 2 再对 Z一 n 一 1

,

一 2
,

… … k + 1

a
.

选取吼任万
2
( l )消去

a ( + ) ,

`Q
,之’
一

`Q
, ! ’ 才

一
’

一霭今赢
( Q

. ,
)

,+ ; ,
= 一 (Q

。 )
, , + ,

=
口 z+ z通

q - 一 一下二二二二二二二二

丫
。么+ 。

孔
, ,

b
.

计算 A ~ Q
, + ;

A B ~ Q
, , B

.c 选取 Z `
消去 bl + ,`

( Z
, ,
)
u

= ( Z
, ,
)

, + , ,+ 1
一 r 二一

瓦+ 1,+ :

价孔
1!
+ +bI

’ ` + `

( Z
* ,
)

, + 1`
~ 一 ( Z

* ,
)

, , + :
= s =

bI + : ,

丫帐
; ,

+ 时+ : `+ ,

d
.

计算 B ~ B Z ` ,

A ~ A Z `

1
.

2 迭代过程

对 A
, ,

B
. ,

k一 1
,

.2
· ·

…
,

A
;
~ A

,

B ,
一 B

( l) 选取原点位移序列 I介 }
,

k 一 1
,

.2
· ·

…

设 V , 、

U
,

分别为 A
,

与 B
`

的右下角的二阶矩阵
,

解关于 X 的二次方程 !V
,
一二 U

.

】一 。 取

几 为接近于 时之
,

的那个根
。

( 2 )对于 k ~ 1
,

.2
· ·

…

a
.

选取 Q
,
一 Q

。 一 1

… Q
l ,

Q
,
任 H

Z
l( ) l一 1

,

… … n 一 1 使 5
.
~ Q

,
( A

,
一几 B ,

)为上三角阵
。

b
.

确定 Z一 2
1 ,

Z : ,

… … Z
二一 1 ,

Z `
任 H

Z
l( ) l一 n 一 卜

· ·

… 1 使玩
+ 1

~ Q
,

坑 Z
,

为上三角阵
。

c
.

计算 A
, + ,
一 介B

, + ;

+ S
,
Z

* 。

这样便产生了矩 阵序列 {A
,

}丈B
,

}
,

k 一 1
,

.2
· ·

…可以证明
,

当 k~ + co 时 ( A
*

}序列将趋于一

上三角形矩阵 A + ,

{B
,

}序列也趋于一个三角形矩阵 B 十
,

用 B 十
的主对角线元素分别对应除以

A 十
的主对角线元素

,

便得到了所要求的特征值
。

2 Q Z 算法的并行化

Q Z 算法的并行化是对现有的串行 Q Z 算法的并行化改造
,

它包括约化过程的并行化和迭

代过程的并行化
,

下面分别予以介绍
。

2
.

1 约化过程

( 1) 并行计算 q A = A
: ,

Q
Z
A

,
~ A

Z ,

… … Q
。 一 I

A
。一 2

~ A一
:
~ 川

,

Q
,
B 一 B

: ,

Q ZB
I
~ B : ,

… …

Q
。一 l

及
一 2
一 B

, 一 1
~ 了

,

其中 Q
,
一 I + v u

?

记 R一 s妙 (` ) (垃+ 醚+ , ,
+ … … + 瑟

,
)专
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2
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… k 一 1
,

U
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~ 1

,

U j - ( j 二 k + 1
,

… n ) ( k = 1
,

2
,

… n 一 l )

( 2 )对 k = l
,

2
,

… n 一 2

a
.

选择 Q几去零化 姚
+ 2, ,

或
+ 3 , ,

…成
` ,

其中 Q几一 I + V U
丁
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) ( a
汽
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诈
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+ R

R

,
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三 (j ~ k + 2
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2
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… *
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+.u
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一 :

,

u , 一

乒
( j 一 * + :

,

… , )

r 泛十 l

b
.

并行计算 Q’
,

尸一 B ” ,

Q
` ,

A’ 一 A
即

此时 B 即

为 H 阵
。

`
.

用 Z ~ 2
.

…乙十 2

右乘 B嚼 B恢复为上三角阵

.l,
’

. r 一 s

r l

” 一 j行 j 一 1
, · ·

一
k + 1

n 一 j + 1行

ǐJ !eseseseseseseses11
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:
一 , 、 1

.

而
’

其中 八
,

为矩阵 B Z
,

… Z
。 一 , + 2

的元素
。

d
.

计算 A ,)Z
、

B ,’Z
。

2
.

2 迭代过程

对 A
. ,

B
, ,

k 一 1
,

2
,

…
,

A ;
~ A

,

B ,
一 B

( 1) 选取原点位移序列 {几 }
,

k一 1
,

2
,

…解一元二次方程

a二些
1。 _ ,

一 x况些
1。 一 ;

}
a 二之1

,
一 x a二:乙

1

选接近于 武亡
,
的那个根作为 几

。

a 二些
;。

一 x况些
,。

a 二盒, 一 劝 ;鑫
,

(2 )选取 Q
.

使 S
*
~ q ( A

*
一 几坑 )为上三角阵

,

对 G ~ A *
一 几坑

,

用 q 一认
一 ;

Q
, 一 :

… Q
:

使

Q
,
C

,

为上三角阵
,

一 q 行

+ 1 行

门lesesesesesesesesesesesesJ

一1.

C
、+ 一、

丫}c
`

}
:
+ }c

十 1,

卜
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,

2
,

… n 一 1 )

( 3 )选取 Z
, ,

使 B
, + :

= Q
,
B

, Z *

为上三角阵
,

对 Q
I
B

,

找 Z
;

使 Q
I
B Z

:

上三角化

b 2 2

—
, S

b
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对 Q
z

Q
,
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找 Z
: ,

使 Q
:

Q
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B Z

,
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:

上三角化
,

…
2 行

3 行
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I J

b 3 3
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一 丫丽;不万忑下
”
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对 Q Q卜
,

… … Q
I
B

: ,
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… …乙
一 , ,

找 Z 、 ,

使 Q
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Q
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… … Q
,

B Z ,
2

2

… … Z
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Z
,

使上三角化

r — S 行

+ 1 行它孟

一r
万

ō .上

一一
Z

b i + 1̀ + 1

丫Ì
+ : ` + ,

I
,

+ l。汁
】,

一
’

’ “ ·

1
}
反+ ; ,

~ 1
,

2
,

… n 一 1

( 4 )计算 A
` + ;

= 几 B , + 1
+ S

, 几

( 5 )收缩

在每做完一次 Q Z 迭代以后
,

检查一下 A 的次对角线元素的值
,

若某元素相对于相邻的元

素可以忽略
,

例如
,

有 l
,

使 }a,
十 , ,

I <
: ( }a

“

1+ ! a , + , , , ; ,

! ) (。 为充分小的正数 )则可将 al + ,`

看作为

零
,

此时 ( A
,

B )的特征值问题变成了两个独立的子问题特征值问题
,

而下面所做的 Q Z 迭代也

完全可以分开独立运行
。

3 数值试验及讨结论

我们的算法是在北京应用物理与计算数学研究所 Cha l le n
ge L 并行计算机上试算的

,

C h a l l e g e L 是一个 由 8 个 C p U 组成的具有共享存储的服务系统
,

该系统分别以 p o w e r F o r t r a n

语 言 ( P F L ) 和 P o w er F or t ar
n 加 速 器 ( P F A ) 作 为编程 语言和 开发工具

,

其中 P F A 是 在

F o rt ar n 7 7 语言上的扩充
,

主要增加一些高层指令
,

用来实现 d。 循环的并行化
,

而 P F A 是辅助

编程的开发工具
,

P F A 对源程序进行预处理和分析
,

识别可并行化的 do 循环
,

自动插入并行

命令
,

将串行程序转换为并行程序
,

关于 C ha n eg
e L 及 P F A 和 P F L 的详细介绍可参阅文献

〔1 1〕
。

下面
,

我们用表 1 列出并行 Q Z 算法在 C h al leg
e L 上的运行结果

,

在该机上我们就阶数 N

为 6 4 0 的矩阵进行了试算
,

其中的矩阵对是我们随机选取的稠密矩阵对
。

表 I N 一 640
,

时间单位
: s

PPP (C P U 个数 ))) lll 222 444 888

运运行时间间 1 4 2 7
.

3 5 000 1 1 5 1
.

0 9 000 6 3 7
.

2 0 000 4 6 4
.

5 1 000

系系统时间间 4 7
.

7 8 0 000 4 1
.

3 2 0 000 2 4
。

9 1 0 000 18
.

76 0 000

总总时间间 1 4 7 5
.

1 3 000 1 1 9 2
.

4 1 000 6 62
.

1 1 000 4 8 3
。

2 7 000

加加速比比 1
.

0 0 000 1
.

24 000 2
.

24 000 3
.

0 7 333

在算法的实际实施过程中
,

我们主要考虑 了约化过程的并行化和迭代过程中收缩时的并



第 1期 薛长峰
.

非对称广义特征值问题的并行 Q Z 算法

行化
,

在约化过程中我们将第 2 步中
a
部分的运算作适当的合并

,

这样做是为了加大第 2 步 b

部分矩阵乘的运算量
,

从而有利于 b 部分的并行运算
。

而对 Q Z 迭代过程我们仍然执行串行算

法
,

这是因为
:

第一
,

分析迭代过程
,

其中的每步运算前后相互依赖
,

数据相关性很大
,

第二
,

各

步计算
,

主要花销是在矩阵乘法的计算上
,

而这里的矩阵乘是由一个矩阵与一个 iG ve sn 阵的

左乘或右乘
,

运算量不大
,

考虑到调用并行的开销相对较大
,

因此在迭代步使用串行运算
,

因而

整个过程实际使用的是一种串并行混合算法
。

表 1 中的加速比反映了本算法的并行化程度
。

对 640 阶这种规模的问题使用 2 个 C P U 的

效率是 62 纬
,

使用 4个 C P U 的效率是 56 写
,

对非对称广义特征值问题达到这样的效率还是可

以的
,

但使用 8 个 C P U 时的效率是 38
.

41 %
,

这样的结果令人难以满意
,

这一方面说明 Q Z 算

法内蕴的串行性较强
,

另一方面也表明探讨其它更有效的求解广义特征值问题的并行算法的

必要性
。

而关于其它的一些高效并行算法 (如拟 Jac o ib 方法等 )将另撰文发表
。

作者衷心感谢周树荃教授的指导并感谢北京应用物理与计算数学研究所提供的赞助
。
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