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随机矩阵的一些性质
’

杨载朴 朱庆国

(盐城工学院基础科学部
,

盐城
,

22 4 0 0 3)

摘 要 论述并证明 了带行和 S 的既约广义随机矩阵的性质
,

双随机矩阵积的性质和 P 类矩

阵的 一些性质
。

关键词 随机矩阵 既约广义随机矩阵 双随机矩阵

分类号 0 1 5 1

引 言

随机矩阵 ( s t o e h a s t i C m a t r i x )是概率论中研究 M a p k o B 链的有力工具
,

所谓齐次 M a p k o B

链是指这样一种物理体系 S
,

它在每一时刻处于 B l ,

B Z ,

… B
。

这
n 个状态之一

,

且只在 t ,

< t Z

<

… … < t。 < … …诸时刻改变其状态
,

同时它在时刻 t( t
,

簇 t < 从
1
) 时状 态为 B ,

(j 一 1
,

2
,

…
,

n) 的

概率 产
,

只与该体系在时刻 t认
一 ,

簇 t < t
,

) 的状态 B `

有关
,

换句话说
,

在前一个时刻处于状态 践

的条件下
,

后一时刻处于状态 B ,

的概率为丸
, ,

如果再记体系 S 在初始时刻 t 。 (t
。

< t l
) 为状态 践

之概率为 对
。 ’ ,

且记

尸 ` “ ,
= (户{

。 , ,

… …
,

户二
。 ,

)
,

p = ( p
! ,

)
· x ·

`、产、口了110自了̀
廿

`
`

由概率论中的基本常识知

0 镇 对
0) 镇 1

,

(j ~ `
, ’

~

”
” ) 属砂 一 `

0 镇 p
, ,

毛 `
,

( `
,

j 一 `
, `

二
`

一
, , ) 属p

`,
一 1

,

(` 一 `
, ’

一
n )

因体系 S 在 t。 时刻处于状态 B `

的概率 为 洲
0) ,

由全概率公式
,

它在 t ,

时刻处于 B ,
的概率

为全对
。 ,

iP
, ,

这恰为
, 元向量

P
; ;

·

…
` ·

P
, 。

P ` “ , P 一 (P ;
“ , ,

川
“ , ,

… …对
” ,

) }

t九
、 ` ’ · ’

二 丸
。

J

的第 j 个分量
,

( j 一 l
,

…
,

的
,

一般地 p `叮尸 ’

之第 j 个分量即表示体系 S 在时刻 t ,

处于状态 jB

的概率 (j ~ 1
,

…
,

n)
,

因此有了 (P
0)
与 p

,

这个体系 S 在任何时刻所处的各状态 B , ,

…
,

B
。

的概

率就知道了
,

称 P (0) 为体系 S 的初始分布向量
,

且给出
:

定义 1 称满足 ( 2) 的矩阵 P 一 (产
,

)
二 x 。

为随机矩阵
,

更一般地
,

若 A 一 a(
i ,

)
。 、 , ,

满足条件

0 蕊 “ 矛,

簇 S
,

(`
,

j 一 `
,

“
, ”

’ , ” ) 三
a ` , 一 S

,

( ` 一 `
, ”

’ , ” )

则称 A 为行和是 S 的广义随机矩阵
。
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定义 2 设 八 = ( a , , )
, 、 , ,

若 A
,

A
T

均为随机矩阵
,

则称 A 为双随机矩阵 ( d o u b l y s t o e h a s t ie

m a t r i x )
。

由此可见
,

给出随机矩阵或双随机矩阵 A
,

研究其幕刃 的性质
,

无论在理论上或实践上都

有一定的意义
,

本文在一定条件下给 出双随机矩阵 A 的乘积或幂的若干性质
,

以及既约广义

随机矩阵的性质
。

1 既约广义随机矩阵的性质

先引进

引理 1[
`
12[ a][ 〕 设 A 一 a(

i , )
, x ,

为带行和 s 的既约广义随机矩阵
,

则

} 1
( 1 )又一 S 为 A 的一个特征值

, e ~ I

:

{
· · · 又寸· · 几- 5

一(2 ) (P A ) 一 S
,

这里 (P A )为 A 的谱半径
,

即特征值的模的最大值
。

(3 ) S 为 A 的单重特征值
。

(4 )若
a 、
一 m in a * ,

则 A 的谱
1( j ( ”

a ( A ) C D
,

三 { 12 一 a i`

l簇 S 一 a i、

}
`

即 A 的全部特征值包含在以
a , ,

为圆心
,

S

一 必 ,

为半径的 闭 圆域 内
,

且 A 之 n 个

l
’

e p山 z o p u H 圆均 内切 于大 圆 厂 于 S 点

(图 1
,

含重合的情形 )
。

因既约广义随机矩 阵为 月类矩阵的

特例
,

因而有关 夕类矩阵的结论对既约广

义随机矩阵都适用
,

本文不再赘述
。

定理 l 设 A = ( a ,少)
。 x 。

为行和 S 的

既约 广义 随机矩 阵
,

且 aj
,

笋 。
,

j 一 1
,

2
,

…
, n ,

则 又一 S 为 A 的模为 S 的唯一特征

值
。

证 用反证法
,

设 A 有另一特征值
a

的模为 S
,

则 a
在大圆 1

1

上
,

f
:

}Z {一 S
,

又

由引理 1
, a
在某一个 x

’

e p o z o p u H 圆盘
:

r :

】Z !一 S
s一勺

图 1

D
,

= }Z 一
a 、、

}镇 S 一 a ,,

上
,

但由于 D
、

的边界 r
`

内切 (重合 )于大圆 r (图 1 )
,

所 以
a
既在 厂

`
上又在 厂 上

,

即
a 、

S 均为

叭 与 l
’

的切点
,

因而 1飞与 1
’

重合
,

所以它们的圆心亦重合
,

因而 ia ,
一 。

,

这与条件矛盾
,

证毕
。

推论 1 设 A 一 a(
i , )

, 、 ,

为既约随机矩 阵
,

且 ajj 半 o
,

j 一 1
,

2
,

…
, n ,

则 A
,

矛
,

… …
,

才
,

… …

是收敛序列
。

证 因 A 为既约随机矩阵
,

所以 (P A ) 一 1
,

且 几一 1 为单重特征值
,

且为 A 的模为 1 的唯

一特征值
,

由 [ 1」中第一章定理 2 知
,

A
,

矛
,

… …刃… …是收敛序列
。
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2 双随机矩阵积的性质

引理 2 设 A 一 (a
,,

)
, 、 二 ,

B 一伍
,
)

. 、 ,

均为双随机矩阵
,

则 A B 亦为双随机矩阵
。

证 记 A B 一 C ~ c(,
, )

。 x 。 考察 C 之第 i 行元素之和
,

并注意到 A
、

B 均为双随机矩 阵
,

则

三icj 一三三
a “
气 一 艺 a 注 ( 艺

,
b
` ,

) 一三
a ,* ·

a “
) 一三b* , ’

( i 一 1
,

2
,

… …
, n )

且 `
之第 j 列元素之和

、

三
c ` , 一属三

a ,* b , ,

A B 为双随机矩阵
。

一三b,j (
、

蓦 (j 一 1
,

2
,

… …
,

n)

因而

半群

推论 2 设 A 为双随机矩阵
,

m 为任一 自然数
,

则 A
·

为双随机矩阵
。

推论 2 由引理 2 并用数学归纳法即得
。

在本文中
,

若 A ~ a(
, ,

)
, x 。

为既约双随机矩阵
,

且 aj’ > o
,

j一 1
,

2
,

… … n ,

则记为 A 任 ,
。

定理 2 若 A一 ( iaj )
。 x ,

任少
,

B 一 b(
i J )

, 、 。

任少
,

则 A B 任少
。

于是全体
n
阶少 类矩 阵成一

证 由引理 2
,

A B 为双随机矩阵
,

下面来证 A B 为既约矩阵
,

用反证法
。

设 A B 可约
,

则存在置换矩阵 Q (注意到 Q
一 ’
一 Q

了
)

,

使

I C M }

Q ( , 。 ) Q
一 `
一

}
。 D ( 3 )

其中 C为
r x r 矩阵

,

D 为 (n 一 r) x (n 一 r) 矩阵
。

记
亡 ~ (1

,

1
,

… … l)
了 ,

因 A 为双随机矩阵
,

所以全
。 。 ,

2
,

… n ,

即 A e = 1
· e =

J ~ 1

。 ,

同理 B ` 一亡 ,

于是 ( A B )亡 = A ( B 。 ) ~ A 。一 ` ,

上式两边左乘 Q 得
:

Q ( A B )。 = Q巴
,

即 ( Q A B Q
一 ’

)

Q 亡~ Q。 ,

所以有 (注意到 Q
亡一亡 )

(Q A B Q
一 `

) e = e ( 4 )

。e l

飞 {
`

} {
`

{
记 ` 一

!
e Z

}
,

其 中 ` 1
一

{
`

1
, e Z

一
{
`

}
分 另”为 · 元 和

一
元 列 向 量

,

由 ` 3 ) ` 4 ) 得
:

LI J ( I J
奋

M ) fe ,

) fe l

l
_ 】}

’

】一 }
一

}
,

所以 eD
Z
一 e Z

一 1
· e Z ,

因而 几一 1 是 D 的一个特征值
。

刀 1 t e Z
J Le Z

j

另一方面
,

因 A 了 ,

B T

亦为双随机矩阵
,

所以 ( B T
A
了

) ` 一 B T
( A T ` ) 一 B T 亡一亡 ,

所以 Q ( B T A 了
) 。

一 Q 尸 ,

即 Q ( B
T A T

Q
一 `

) ( Q亡 ) = Q
e ,

即 ( Q B T
A

T

Q
一 ’

) e = e ,

又 因 ( Q A B Q
一 ’

) T 一 Q B T
A

T

Q
一 ’

=

{井孙
将此式代入上式得

{苏跳 ;}
一

{刘
所以 c 、 - el

一
从耐一 是 c

·

MDCo

的一个特征值
,

也是 C 的特征值
,

因而 义一 1 是 Q A B Q
一 ’

~

特征值
,

与引理 1 矛盾 (这里 S 一 1 )
。

下面再来证明 A B 之对角线元素大于零
。

的重特征值
,

也是 A B 的重

记 八方 = ( c ` ,
)

, x 。 , : ` ,
一全

。 , ,` i

) a泊
, i

> o
,

综上所述有 八方任 ,
。
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引理 31 1] 若 A 为可约矩阵
,

m 为任一 自然数
,

则 A ·

为可约矩 阵
。

由引理 3 知
,

若 A “

为既约矩 阵
,

则 A 必为既约矩阵
,

但其逆命题不真
,

例如

1 0 0 1 0 1 0

0 1 0

0 0 1

0 1 0 1

1 0 2 0

1 0 1 0 0 1 0 2

但它们的方 向图

。 山
:

!_ {
凡 马

(G 矛 )
:

讨一

易见
,

A 为既约矩阵
,

而 A `
为可约矩阵

,

但我们有以下结果
:

定理 3 设 A 一 a(
。 ,

)
, 、 。

为双随机矩阵
,

且 aj
,

拼。
,

j 一 1
,

… …
, n 。

从 为任一 自然数
,

则 A ”
为

既约矩阵的充要条件是 A 为既约矩阵
。

证 必要性由引理 3 得
。

充分性
。

设 A 为既约矩阵
,

则 A 任 ,
,

由定理 2 并用数学归纳法得 A
O

e 少
,

即 A
`
为既约

矩阵
。

{ 0
.

1 0
.

2 0 0
.

7 、

例
0

.

5 0
.

3

0
.

4

0
.

1

0
.

2 0

0
.

5

0
.

3

0
.

1

0
,

4

容易验证 A 为双 随机矩阵
,

且其对角线元素不为 。
,

.

Z J

又 因为 A 的方向图 G ( A ) 为强连接

的
,

所以 A 既约
,

因而 A 任少
,

由定理 3 知对任意 自然数 m
,

有 A
`
任乡

,

事实上
.

19 8 0
.

2 4 4 0
.

2 1 8 0
.

3 4 0

.

3 0 3 0
.

2 2 2 0
.

2 4 5 0
.

2 3 0

.

2 17 0
.

2 9 8 0
.

2 6 7 0
.

2 1 8

.

2 8 2 0
.

2 3 6 0
.

2 7 0 0
.

2 1 2

n甘00
ǎ11à

一一
A

`

且ù门了月了一óJ9曰八jǎU几jo0n
ù

0
一气口舟匕AhCO9曰11八jg自0000

尸0tl八j二d月.几Q白njg自
.

…
00 000

.

3 9

0
.

2 0

0
.

2 4

0
.

1 7

0
.

2 7 7 8

0
.

2 3 3 3

0
.

2 5 7 9

t o
.

2 3 1 0

易见 A
Z ,

A
3 ,

A `

均为既约双随机矩阵
。

0
.

2 3 4 0

0
.

2 4 8 2

0
.

2 6 1 4

0
.

2 5 6 4

0
.

2 5 9 8

0
.

2 3 5 9

0
.

2 5 8 5

0
.

2 4 5 8

0
.

2 2 8 4

0
.

2 8 2 6

0
.

2 2 2 2

0
.

2 6 6 8

推论 4 设 A 任少
,

m 为任一 自然数
,

则

( 1 )又~ 1 为 A `
的单重特征值

,

也是模为 1 的唯一特征值
。 亡一 ( 1

,

… …

又一 1 的一个特征向量
。

,

1 )
丁

为 A
`

的对应于
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(2 ) P( A `
) 一 1

,

这里 (P A
`

)为 A
`

的谱半径
。

证 由定理 3
,

A
`

为双随机矩阵
,

且其对角线元素大于 0
。

再由引理 1
、

定理 1 知 (这里 S -

1 )久一 1 为 A ,

的单重特征值
,

也是模为 1 的唯一特征值
, 。 一 ( 1

,

1
,

… …
,

1 )
T

为 A
’

的对应于 又

~ 1 的一个特征向量
,

且 P ( A
“

)一 1
。

3 , 类矩阵的其它一些性质

定理 4 设 A一 a(
i,

)
。 、 。

任、
,

。 ( al ( 1
,

(l 一 1
,

2
,

… …
,

k)
,

全
。 ,
一 1

,

则全
。

,A
`
任 ,

证 记 lA一 a( 洲
, )

二 、 。 ,

由定理 3 知 刃任乡
,

所以 刃 为双随机矩阵
,

因而全
。
护一 1

,

i( ~ 1
,

:
,

… …
, , ) ;

全
。 ,

,
`
一 (全

。 , a
忿

, ) , , ,

其第 , 行元素之和为
:

a ` a
忿

,
)

盛 ”

一属
a ,

(属
a

忿
, )

泛

一 艺 a , ·

1 =

同理全
。

lA
`
的第 j 列元素之和为

甄(三
a , a
忿

, ) 一属
a `

(
`

三
a

琴
,
) 一属

a `

故全
。 l

刃 为双随机矩 阵
。

又 由条件
a , , … … 。 ,

中至少有一数大于 。
,

不妨设
。 .

> 。
,

因 A ·
任少

,

因此全
。

lA
`

任一元

素睿
a , ·。

)

) a , a
:

) ,

以全
。 , A`

任 ,
。

故全
。

lA
`
既约

,

且 其对 角线元素全
。 la 尸异 。 二 a

尸 > 。
,

, 一 l
,

2
,

…
, n ,

所

定理 5 记 S一 丈lA

若 (全
。 `
八

`
) 任 : ( 5 )

( ,
·

)的子半群
。

,

八
2 ,

… …
,

八
,

}
凌。 N }仁少

,

L ( S ) 一 <干
a !

A
`

I一。 :
,

。、 一、 卜

干
a ,一 1 }

,

(觉八八
`

) 任去 ( s )
,

则 (全
。 ,八 `

)
·

(全,
`
八

,

) 任乙 ( s )
,

因此 (乙 ( s )
·

证 (全
。 ,
八

`
)

.

(觉友八
,

)一全全
。 ,
瓦八

` + ,

一二 1。 ,
八

,
+ (。

:。 2
+ 。 2。:

)八
,
+ … … + a 。 , , 八` + ,

1. 1 子吕 1 1昌 I t若 l

其系数之和为

a l b :
+ ( a ,

b
:

+
a Z b ,

) + … … + a *
b
。

=

故

·

(万 b, ) 一 1 X l -

盖

(万 a , A `
)

·

(艺 b, A
`

) 任 L ( S )
t一 1
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