
第 1l 0

9 9

卷 第 之期
7年 6月

J
。 u r n a

, 。 f Y
a

念鬓
二

耕豁
。 f

.

T
e c h n。 IO g y V o l

.

1 0 N o
.

2

J
u n

.

1 9 9 7

距离生成子
`

韦 俊

〔盐城工学院基础科学部
,

盐城
,
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摘 要 讨论 了昨负函数 与距禹函数的复合仍为该空间土的距离的条件及有关代数性质
,

并

进一步讨论 了这种复合函数与原距离函数所确定的 收敛关来
。

关键词 生成子 条件 代数性质 收敛性

分类号 0 1 7 4

引 言

设 X 是一个非空集合
,

p :
X X X ~ R 十

是 X 上的一个距离
,

其中 R 十
表示全体非负实数作成

的集合
,

如所周知
,

一般地说
,

可以从 p 出发定义出 x 上各种距离
,

如分别由下丫U两式确定的

函数 p l ,

p Z :
X x X ~ R +

都是 X 上的距离
:
V x

,
y 任X

,

P ,
( x

,
y ) ~

P ( x
,
y )

l + P ( x
,
少 )

P:
( x

,
y ) 一 m i n ( P ( x

,
y )

,

1 )

显然
,

我们可以把 p l ,

p Z

分别理解为是 由 p 与适当的函数 g , ,

g : : R +
~ R +

复合而成
,

事实上
,

我

们有

八 一 g 刀 P
, 1

,

2

其中 9 1 ,

g :

由下列两式确定

9
1
( a ) =

a

1 十 a
V a 任 R +

9 2
( a ) ~ m i n ( a ,

1 ) V a 任 R +

另一方面
,

任意给定函数 g : R 十
~ R + ,

非空集合 X
,

以及 X 上的距离 P
,

显而易见
,

go P 是

X X X 到 R +
的函数

,

但不一定是 X 上的距离
,

那么
,

人们自然会问
,

到底 g 满足哪些条件才能

保证 (对于任意非空集合 X 上的任意距离 )P go P 是距离呢 ? 当 go P 是距离时
,

g 0 P 和 p 分别确

定的 X 上的两个拓扑有何联系呢 ? 本文试就上述问题作初步的讨论
。

1 距离生成子及其判定

为了叙述方便
,

我们引入如下

定 义 任意给定函数 g : R +
~ R 十 ,

我们称 g 是一个距离生成子 (简称生成子 )
,

如果对于

任意非空集合 x 上的任何距离 p
,

函数 衬一 g叩 总是 X 上的距离
,

这时
,

我们称距离 衬是 由距

离 P 经生成子 g 生成的
。

收稿 日期
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距离生成子

定理 1
.

1 任意给定函数 g : R 十
~ R + ,

则 g 是生成子当且仅当 g 满足下列条件
:

( l )g ( a ) 一 0 拱
a = 0

, a 任 R + ,

( 2 ) a + b ) : ,

b + :
)

a , 。 + a ) b冷g ( a ) + g ( b )妻 g ( c )
,

g ( b ) + g ( c ) ) g ( a )
,

g ( c ) + g ( a ) ) g

( b )
, a ,

b
, c 任 R +

证 明 首先
,

假定 g 是生成子
,

我们来证明 g 满足条件 (1 )和 ( 2)
。

事实上
,

我们有 g ( 0) 一 。
,

这是因为
:

既然 g 是生成子
,

对于任意非空巢合 x 上的任意距

离 p
,

衬一 g oP 是距离
,

从而

g ( 0 ) = g ( P ( x
,
x ) ) = P

`
( x

,
x ) = 0

,
x 任 X

这表明
a ~ o=> g a( ) 一 。

,

为了证明 g (a) 一 。冷
a 一 。

,

任取
a 任 R + , a 尹。

,

考察两点集 x ~ 仕
: ,

x Z

}

上的距离 吕
:

V x
,

y 任X
,

{0, x ~ y

、
x

,

y) 一 }
。 ,

否则

由于 g 是生成子
,

衬~ g o aP 是距离
,

从而

g ( a ) 一 g ( aP ( x
; , r Z

) ) ~ P
,
( x

: ,
x Z

) 半 0

上述表明 g 满足条件 ( 1 )
。

为了证明 g 满足条件 (2 )
,

任取
a ,

b
, ` 任 R + ,

并且假定
a + b )

` ,

b + ` ) a , : + a 》 b 成立
,

这

时
,

若
a ,

b
, 。 三者有一为零

,

如 a 一。 必有 b一 O
,

结论显然成立
。

当
a ,

b
, `
全不为零时

,

考察三点

集 x = {x
l ,

x Z ,
x 3

}到 R + 的函数 产:

P ( x
,
x ) ~ O

,

V x 任 X

P ( x
l ,

x Z
) = P ( x

: ,
x ,

) = a

P ( x
3 ,

x Z
) = P ( x

Z ,
x 3

) = b

P ( x
3 ,

x ;
) = P ( x

: ,
x s

) ~ c

由于
a + b》 ` ,

b + : ) a , ` + a ) b
,

因此 p 是 X 上的一个距离
,

从而 衬一 g oP 也是 X 上的一个距

离
,

这样一来
,

我们便有

g ( a ) + g ( b ) 一 g ( P ( x
, ,

x Z
) ) + g ( P ( x

: ,
x 3

) )

~ P
,

( x
l ,

x Z
) + P`

( x
Z ,

x 3
)

) 户`
( x

, ,
x 3

)

= g ( P ( x
】 ,

x 3
) )

= g ( c )

同样还有

g (b ) + g ( c ) ) g ( a )
,

g ( e ) + g ( a ) ) g ( b )

上述表明 g 满足条件 ( 2 )
。

其次
,

假定 g 满足条件 ( 1) 和 (2 )
,

我们来证明 g 是生成子
,

为此
,

考察任意非空集合 x 上

的任意距离 p
,

令衬一 go p
,

下面证明 洲是 X 上的距离
,

显然 衬是 X x X 到 R 十
的函数

,

进一步

地
,

注意到 g 满足条件 ( 1) 和 ( 2) 我们有
:

V x
,

y
, z 任 X

。

a( )衬( x
,

y ) 一 0 . 9 ( P ( x
,
y )) 一 0 . P ( x

,
y )一 O 片 x 一 y

(占)衬 ( x
,
y ) = g ( p ( x

,

y ) ) = g ( p ( y
,
x ) ) = 尸

,
(夕

,
x )

( c ) P’ ( x
,

少 ) + 衬(少
, z )一 g (尸( x

,
少 ) ) + g (户 (少

, z ) ) ) g (产( x
, z ) ) = P’ ( x

, z )



·

盐城工学院学报 1 9 9 7年

这是因为 P 是距离
,

从而 P ( x
,

y ) + 产 ( y
, z ) ) P ( x

, z )
,

p ( x
,
y ) + P ( x

, z )妻 P ( y
, z )

,

P (y
, z )

+ (P x
,

z) ) (P x
,

刃
,

这就证明
,

当 g 满足条件 ( 1) 和 ( 2) 时
,

g 必为生成子
。

综上所述
,

定理获证
。

作为定理 1
.

1 的一个简单而有用的推论
,

我们有

定理 1
.

2 设 g 是一个生成子
, a ,

证 明 由于
a
) b

,

因此

,

一 n 0
. , 、

,
_

, 、

、 1
o 七 找 + ,

只g a 笋口二 g 又a 少笋万 g L夕夕
。

`

a
+ b ) e ,

b + e ) a , c + a
) b

其中
e
会

a ,

这样
,

根据定理 1
.

1 中的条件 ( 2 )
,

必有 g ( e ) + g ( a ) ) g ( b )
,

即 g ( a ) + g ( a ) ) g 伪 )

. ,

一
, 、

~ 1
从而

,

g ( a ) ) 音 g ( b )
“ 、

一
’

0 一 一 2 0 、 -

定理 1
.

3 设 g 是一个生成子
,

则

l im g ( a ) = o => l im g ( a ) 一 。

不二产
。 ~ o +

即 g 在 a 一 O处 (右 )连续
。

证 明 假设 h m g ( a) 一 。
,

口~ 0十

现在用反证法来证明熏“
“ ’ 一 。

事实上
,

假如西)
g a( ,一 M > 。

,

任取
“ > O

,

使 M 一
“ > O

,

则对于任意小的 “ > O
,

总存在
。 。
任

(0
,

的
,

使得 g a(
。
)妻M 一

。 ,

利用定理 1
.

2 可进一步推知

g ( · ) 、
告

(M一
, > O

,

v ·
)

a 。

这样一来
,

由于 占的任意性可以知道
、

~ 1
, 、 ,

g 气a ) 多多 下 L I竹
乙

一 ￡ ) > 0
,

V a 任 ( 0
,

+ co )

这与黑
g ( “ ’ 一 。 矛盾

,

因此必有熏
g (。 ’ 一。

,

从而加
g ( “ ’ 一 O

定理 1
.

4 设给定函数 g
: R +

~ R 十 ,

若 g 满足下列条件 l( )一 ( 3 )
,

则 g 是一个生成子
。

( 1 ) g ( a ) ~ o 幼
a = 0

.

a 〔 R +

( 2 ) g 在整个 R + 上单调不减
,

( 3 ) g 是上 凸的
,

即 g (油
,
+ ( l 一又) a Z

) ) 几g ( a L
) + ( l 一几) g ( a Z

)
,

V 几任 〔o
,

1〕及 a , , a Z
任 R + 。

证 明 假设 g 满足条件 (1 )一 (3 )
,

根据定理 1
.

1
,

为了证明 g 是一个生成子
,

今只需再

验证
a + b )

。 , a ,

b
, 。 ,

〔 R +
冷 g ( a ) + g ( b ) ) g ( ` )

。

为此
,

任取
a ,

占
, c e R + ,

使
a + b妻 c ,

考察 g ( a ) + g ( b )与 g ( e )
,

当 a 一 。 时
,

有 b 》 : ,

由条件

( 2 )
,

g ( b ) 妻g ( : )
,

从而必有 g ( a ) + g (b ) ) g (。 )
,

当 a > o 时
,

必有
a + 占> o

,

利用条件 ( 3 )
,

( l )
,

( 2 )可得

a , . , 、 .

b
g 气a ) 十 g 气口少 一 g 气丁一下飞 气a 十 口 ) 十 了一下一下

“ 州尸 口 q ~ 1一 O

a _ .

b
.

U ) 十 g 气丁下下 U 十 丁二
一下 La 十 b J )

“ 月一 U “
~

卞 口

、
, a , . , 、

b
, * 、 、 , a , _ 、 .

b

护 气不不落g 、 a 十 “ , 一 不干落 g 、 U , ’ 十 L万不落g 气 U , 十 不干落 g 气a + ” ) )

上述表明
,

蕴涵关系式
a + b )

: , a ,

b
, ` 任 R +

净盯 a) + g (b) ) g ( : )成立
。

~ g ( a + b ) ) g ( e )

2 距离生成子的代数性质

本节的任务是给出由已知距离生成子通过适当的代数运算得出新的距离生成子的方法
。
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距离生成子

定理 2
.

1设 g 是一个生成子
,

则对于任意的正实数 又
,

棺 也是一个生成子
,

其中 棺
: R +

~ R +
由下式确定

:

以g ) ( a ) = 心 ( a )
,

V a 任 R +

证 明 直接验证
。

定理 2
.

2 设 g , ,

9
2

都是生成子
,

则 9 1
+ 9 2

也是生成子
,

其中 g
,
+ 9 2

由下式确定
:

( g
,
+ 9

2
) ( a ) = g

,
( a ) + 9 2

( a ) V a 任 R +

证 明 显然 9
1
+ 9

2

是 R 十到 R + 的函数
,

设 p 任一非空集合 X 上的任一距离
,

考察 洲一

(g
,
+ 9 2

) op
,

我们有
:
V x

,
y

, z 任 X
。

( i ) P
,

( x
,

少 ) 一 o娜g ,
( P ( x

,
少 ) ) + g

:
( P ( x

,

夕 ) ) = 0拱 g
,
(尸( x

,
夕 ) ) 一 0 且 g

:
( P ( x

,

少 ) ) 一 0拱 P

( x
,
y )一 O拱 x 一 y

( 11) P
`
(夕

,
x ) = g ,

( P ( x
,
少 ) ) + 9

2
( P ( x

,

少 ) ) = 9 1
( P ( x

,

夕 ) ) + g :
( P ( x

,
少 ) ) 一 P

`
( x

,

夕 )

( 111) P
`
( x

,
少 ) + P ,

(少
, z ) = g

,
( P ( x

,

夕 ) ) + g :
( P ( x

,

少 ) ) + 9 1
( P ( 少

, z ) ) + g
:
( P (夕

, z ) ) = 9
1
( P ( x

,

夕 ) ) + g
,
( P (少

, z ) ) + g
:
( P ( x

,

夕 ) ) + g :
( P (夕

, : ) ) ) g
,
( P ( x

, z ) ) + g :
( P ( x

, z ) ) = ( g
,
+ 9

2
) ( P ( x

,

z ) ) 一衬( x
, z )

所以 g
:
+ g :

是生成子
。

利用定理 2
.

1 和 2
.

2 立即可以得到

定理 2
.

3

定理 2
.

4

证 明

设 g
`

是生成子
,

凡〔 R + 不全为零
,

i一 1
,

..2
· , 。 ,

则全凡g
,

是生成子
。

设 g
, ,

9
2

都是生成子
,

则 9 1 0 9 2

也是生成子
。

显然 91 09
2

是 R十到 R 十的函数
,

今设 p 是任一非空集合 X 上的任一距离
,

由 9
2

是生成子知 g
Z

oP 是 X 上的距离
,

再由 g :

是生成子知 ( g
, 0 9

2

o) P一 gl o( g
2

oP ) 也是 X 上的距离
,

所以 g
; 。 g :

是生成子
。

3 进一步讨论

如所周知
,

在度量空间理论中
,

人们主要的兴趣不是在于距离函数本身
,

而是在于它们所

确定的拓扑或收敛 (参看 [ 1」)
,

因此
,

在从某个距离 p 出发利用生成子 g 构作新的距离洲时
,

人

们自然要关心 洲到 p 所确定的收敛之间的关系
,

本节将讨论这个问题
。

定理 3
.

1 设 g 是一个生成子
,

p
、

洲都是任意给定的某个非空集合 X 上的距离
,

并且 衬-

g oP
,

若 g 在
a 一 0 处 (右 )连续

,

则 产与 p 等价 (参看 [ 1〕 )
。

证 明 假设 g 在 a 一 0 处 (右 )连续
,

考察 X 中任一点列 ( x
,

)
。 。 , 和任一点 x 。 ,

如果 h m p

( x
。 ,

x 。
) = o

,

那么
,

由 g 在
a = o 处 (右 )连续

,

可以得到 l im p`
( x

, ,
x 。

) = l im g ( p (二
。 ,

x 。
) ) ) ~ g

il( m (P x
。 ,

x 。
)) 一 0

,

这表明
,

由点列 ( x
。

)
, 。 N
按 尸收敛于 x 。

可以得到点列 ( x
。

)
。 。 N
按 洲也收敛于

工 0 0

反之
,

如果h m (P x
。 ,

x 。
)不存在

,

或存在而不等于零
,

那么
,

存在
: 。

> O 及自然数列
n ,

< n Z

<

… < , `
< 脚+ ,

…
,

使 p ( x
。 ` ,

x 。
) ) `。 ,

其次
,

由于 g 是生成子
,

根据定理 1
·

1 必有 g ( `
。
) > O

,

再根据

定理 1
.

:
,

对于一切实数
二 》 M 都有 g (。 ) )

,

粤
g ( 。

。
) > 。

,

由此可见
,

或者 lim 。 (。 ( x
。 ,
二 。

) )不存
` ~

` . “ ’ 产 ’ J J , J

六 ~
一一

一
’

` 曰卜 曰 。 一
` 2 0

、 一“ ` 一 ’

~ 厂 “ J , ~
’

~ 目 石二蕊 0
、 ` 、

一
“ ’

一 ” ` ’

在 ;
或者 h m g (P ( x

。 ,
x 。

)) 存在且其值大于零
。

上述表 明
:

当h m (P x
。 ,

x 。
)不存在或存在其值大于
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零时
,

h m衬( x
, ,

x 。
)也不存在或虽存在而其值大于零

。

即由点列 ( x
,

)
。 。 N
按 衬收敛于 x 。

可以推

得点列 ( x
,

)
。 。 N
按 P 收敛于 x 。 。

综上所述
,

衬与 p 等价
。

定理 3
.

2 设 g 是一个生成子
,

p 和 衬都是任意给定的某个非空集合 X 上的距离
,

并且 衬

是 P 经 g 生成的
,

即衬一 g 0 P
,

若

l im g ( a ) 会 M > O ( 1 )
召
~ o+

则距离空间 ( X
,

尸) 中每个单点子集都是开子集
。

证 明 假设 ( l) 式成立
,

任取
。 > 0

。

使 M 一
。> O

,

于是
,

由 l( )式可推知
,

存在 占> O使得

g ( a ) ) M 一 c V a 任 ( 0
,

占)

这样一来
,

再利用定理 1
.

2 可以进一步断言
, 、

~ 1
, , , 、 、 ,

一

g L a 少笋 下
呻

L I YI 一 ￡少 V a 七 气U
,

十 co 少
`

由此可见
,

对 X 中任意两个不同的点 x , ,
x Z ,

都有
、 、

~ 1
, 二 , 、 ~

P 气x l ,
x Z少 = g 戈P 气x

l 一 x Z

月 笋 下 气1以 一 幻 户 U

`

所以空间 ( X
,

)P 中每个单点子集都是开子集
。
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若其窑体高度 h 偏高
,

则层流区 h :

更大
,

上述现象更为恶化
。

显然
,

就卸料平稳性而言
,

大规格

窑会尽可能取较刁
、

值
。

(2 )机立窑窑体结构 下部扩大的窑体结构有利于边部熟料的松动与卸出
,

缓解由于层流

区造成的中部卸出快
,

边部卸出慢的矛盾
,

对卸料平稳性是有益的
。

( 3) 卸料装置的型式 塔式
、

双曲式
、

半球式卸料装置以颗 口为主要卸料渠道
,

故其混和区

h 。 ,

过渡区 h Z

相对较高
,

减小层流区 h
,

显然其卸料平稳性较好
。

盘塔式卸料装置以盘塔上的孔

及边部环沟为主要卸料渠道
,

其边部环沟与盘部的卸料能力之和不低于上述三种型式的颗 口

卸料能力
,

尽管混和区 h 3

稍小
,

h l

稍大
,

但仍具有较好的卸料平稳性
。

传统的盘式
、

往复式
、

辊

压式则其 h 3 、

h :

均较小
,

h ,

较大
,

故其卸料平稳性差
,

产质量难以提高
。

6
、

解决措施

( l) 在水泥锻烧工艺许可的前提下
,

尽可能降低窑体高度
。

( 2) 下部适度放大的窑体结构
,

有利于卸料平稳
。

( 3) 卸料装置在保证
。
侧 )

、

Q 前提下
,

尽可能保证有边部颗 口卸料及适当的蓖子高度
。
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