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关于多元微积分若干问题的新的推导

沈菊芳

(盐城师范学校
,

盐城
,
2 2 4 0 01 )

摘 要 尝试用徽分几何方法对多元微积分中的一些墓本问题给 出新的推导
,

从而使 高等数

学中的一些内容在徽分儿何这一新的层次上可 得到更深刻的理解
。
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l 空间曲面的切平面方程

在 R “
设有一曲面 S

,

它由参数方程所给出
:

x 一 X ( u , v )
,

少 一 Y ( u , v )
, z = Z ( u

, v )

其中
u , v 是参数

,
x

,

y
, z 任 C co ,

这里并假定

9自

一一

女一叙贪一面一即面一即面一改面ar一面
,

走nar

即假定该矩阵中至少有一个二阶子式不为 。
,

该曲面 S 可看作是 aR 中的一个二维微分流形
。

由上述曲面的参数方程
,

关于曲面上任一点 P x(
,

y
,

z)
,

可得曲面 S 的向量方程

r ( u , v ) 一 x ( u , v ) i + 夕 ( u , v ) j + z ( u
, v ) k

在点 户。
( x

。 ,
y 。 , z 。

)任 S
,

曲线

( 1 )

{
( ! )

{

r ( u , v ) = x ( u , v ) i + 夕 ( u , v ) j + z ( u , v ) k

V 二 V o

r ( u , v ) = x ( u , v ) i + 夕 ( u , v ) j + z ( u , v ) k

“ 一 况。

曰剧一日

构成了流形 S 在点 P
。

的局部坐标系
。

沿坐标曲线 ( I )的切向量是

d r ( u . v 。

) !

a u }

沿坐标曲线 ( l )的切向量是

d r ( u 。 , v )
el 二 一忑歹一

ax

面

1
户。

}
,
。

亚 { 鱼
撇 !

, 。
撇

七一无

亚 { 鱼
面 l

, 。

面
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这里
e,

和 e Z

它们确定出流形 S 在点 P
。

处切空间的一组基
。

点 P
。

的 D a r b o u x
标架将是 {P

。 , e , , e Z , 。 。
}

,

其中
e 3

为曲面 S 在点 P
。

的法矢量

k击一叙浇一面
·

J即一玉一即而iax一孤ar一面

e 。
~ e 、 X e Z

= …
_

, {、 、
:

} :黑
、

,

! {、 、
,

}

…
, 。 “ “ 、 “ ’ 刀 ’ ` ”

。
` “ 、 “ ’ ” ” ” 。 ` “ 、 “ ’ ” ” ” “

这里
武 y

,

z) ) *
: _ _ _ L

百石石下}双
J胜 c U ” , 矩阵

,
t 表转置

,

从而我们根据点法式
,

可得流形 ( 曲面 )S 在点 P
。

的切

空间 (切平面 )方程为

( ” (少
, z ) {

`

{
, _ _ 、 ,

f 。 ( z ,
x ) {

`

}
,

_
`

_
`

、 .

f 。 ( x
,
夕 ) {

,

}
, _

(百丈公几丽 J i
, 。 、 ` 一 ` 。 ,

下 (玩不不万 ) l
, 。 、少 一 少。 ’

牛 {百更压万石了) }
, 。 、 芯 一 芯 “ , 一 U

这和数学分析中的结果将完全一致
。

例 1
,

求曲面 x 一 u + v ,

夕= u Z
+ v Z , z 一 u 3

+ v ,

在 u 。
一 2

, v 。
= 1 处的切平面方程

。

解
:

写
- 一 1 2

UV
弓JOJ

VU
9自O乙

灸一无灸一面即一无一即加

{脸些 2 {
`

{ _

\ 沙( u , v ) ) I
户。

同理

又 u 。
~ 2

, v 。
= l 时可求得

{ J ( z ,
x ) l

`

}
} 二二

一
- 一汀 ! { 一 廿

\ d 、 u , v , ) 1
, 。

刀( x
,

y )

a ( u , v )

x 。
一 3

, z 。
一 9

,

故所求切平面方程为

一 1 2 ( x 一 3 ) + 9 (夕 一 5 ) 一 2 ( z 一 9 ) = 0

2 关于多元复合函数的二阶求导公式

设函数 W一 f ( u , v ,

w )
, u = u ( x

,
少

, z )
, v 一 v ( x

,
夕

, z )
,

w = w ( x
,
少

, z ) e e , ,

定义流形间映射

f ; R 3

~ R

( u , v ,

w ) ~ f ( u , v ,

切 )

和

g
: R 3

( x
,
y

, 之 ) ~

,

R 3

( u , v ,

w )

则 W一 fo g
,

而映射 f 和 g 分别可诱导出切空间之间的切映射

d f
: 7

’
(。

. 。 .

w )

~ ,I
’ , (。

.。 .

w )

d g :了
’

(。
, 。 .

w (

~ ,I
’

(。
.。 , 、 )

这里 d f 和 d g 即分别是指映射 f 和 g 的 Jac
o ib

。

d f 一 ( fu 式 几 )

tt 之

vzwz巧叭

叭认叭

一一g
,O

映射 W
,

f
,

g 的二阶微分矩阵现分别是
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叽叭叽叽叽叽
一一d Z

W 三}
,

时
一

…主
三到

t -
u,vxxtwtz

一一g

另一方面
,

关于复合映射 W一 fo g 的二阶微分我们可由下式确定

d
,

W = d ( d fo d g ) = ( d g )
` o d

,

fo d g + d fo d
Zg ( ,

(
,

)式进一步可写成矩阵的形式 (从略 )
,

比较 ( , )式矩阵形式两边
,

从而我们可得

W “ ~ ( fu
。 · u 二 + 人

。 · v 二

+ fu 。、
二

)
· u 二 + (式

。 · u 二 + 几
· v 二

+ 关浏
·

w
二
)

·

叭

十 (几 uu
二

+
,

几
月 · v 二

+ 了认
习 ·

w
二

)
·

w
,

+ fu
· u二 + 九

· v二 + 几
·

w 二

w
J岁
一 (人

, · “ ,

+ 人
, · v ,

+ 人。、 ,

)
· u 二 + (几

· u ,

+ 几
· v ,

+ 几
·

w户
·

铸

十 (几声
,
+ 几

· v ,
+ 几

. ·

w
,

卜 w
,

+ 人
· u 。 十 式

· v 。 + 几
·

二
J ,

这就给出多元复合函数 W 的二阶偏导公式
。

例 2
,

设 W一 f ( xy
z ,

x + y + z ,
x 了 )

,

f 〔 C
Z ,

求 W。
。

解
: u 一xy

z , v 一 x + y + z ,

二一 x 扩
,

代入上述 W~ 中
,

W” ~ (五
· y z 十 五

:
·

1 + 五 ae 勺
·

y z + (几
,
y z + 八 一 22 + 几

:
·

扩 ) + ( fa
l

yz + 几
: + 几

。 ·

砂 )

= y
, z ,

f
, ,

+ 九
2
+ e , y

九
3
+ 2夕 z f

, 2
+ Z e y

九
。
+ 2夕 z e )

f
, 3

同理可求 W” 。

多元函数的积分

这一节我们将看到
,

所谓多元函数积分学中的诸多公式实际都能统一在如下的定理中
。

定 理 设 M 和 N 是定向微分流形
,

’ :

M一 N 是一个微分同胚
,
田一

、

烈
r

fr
,

一
,

` , ’ “ y il “

… 八d少 任万 ( N )为 N 中的
二

微分形式
,

则

{
。

一 {
。 一

廿二 ` . , 、

?
, ,

二
` 、 、

a( 功 二 ,y , )
」 矛 , , 」 、 产

、 r , . , 、
曰

、 ,

二
` 、 ` 八袱 小 。 , . ,

其中 必
’

( aJ )一 乞
_

fr
.

~ ,

(巾 ( x ) )书子一
-

= 几
二 d x , 八… 八 d x ,’ 任不 (M )是 N 中的 r 微分形式 aJ 到 M

~
` 一 ` 一 ` ,

洲
r` 『 , 一

,r
` 一 ` 一 ` ’

灭 x’l … x 、
一

` ’ ` ’
- - 一 ” “ 一 ’

一
’ ` “ ·

” ~ “
`

/ -
、 - 一

` , -

的拉 回
。

又 沪保向时
。一 1

,

尹反保向时
: - 一 1

。

(限于篇幅
,

证略 )
。

下面我们举二例来说明上述定理的应用
。

例 3
,

设给出牙 中的一开子集 v
,

一条 v 中的 c 一类路径 甲
:

[
a ,

用仁 R’ ~ V
,

t1 ~ 抓 t) “ x(

(t )
,

y (t )
,

z( t )
,

即抓 t) 表示 v 中的一条参数曲线
,

又给出 v 中的 1一形式

。 = P ( x
,
少

, z ) d x + Q ( x
,

夕
, z ) d夕 + R ( x

,

少
, z ) d z 任 几`

( V )

则根据 (
二 , )式

,

我们得

r
尸d二 + Q d , + R d二 一

l
_。 一 。

f
_ _

*
,
田

J 礼一夕」 J 礼一 月J J L.
,

尹J
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一丁
〔。

,

, 〕〔p (袱 , ) )

瓮
+ Q (* ` , , ,

瓮
+ R ` , ` , ,

瓮
〕d`

一 士

{
〔。

.

,〕〔p ( X ( , )
,
, ( , )

, · (` ) ) 一 (` ) + Q ( X ( , )
,
, (` )

, · ( , ) )
·

,
,

( , ) + ; ( X ( , )
·

, ( ` )二 (` ) ) 一 (! )〕d才

其 中 甲保向时积分取
“
+

”

号
,

沪反保向时积分取
“
一

”

号
。

此式就是第 I 型 曲线积分的计算公

式
。

例 4
,

设 v 是 R
3

中中心在圆点
,

半径为 R 的球域
,

保向微分同胚 沪任 C co (尸
,

尸 )现 由下式

所给 出

帆 y
,

沪
,

8 ) 一 ( x = y s i n 卯 0 5夕
,

夕 = y s i n 卯 i n 夕
, z 一 yc o s叻

考虑 少限制在〔o
,

R 〕x 〔o
, 二

] x 〔o
,

2二〕上
,

则 抓 y
,

沪
,

夕) 任 V
,

又设

。 一 f ( x
,
y

, z ) d x A d y A d z 任 几3
(V )

为 V 中的 3一形式
,

则根据 ( , , )式我们可得

上
, ( X

,

,
, · ) d X 八 d , 八 d

一几
〔。

,
; 〕 x 〔o

, ,
〕、 : 0

,

: 二〕 )。

一

丁
〔。

,
* 〕、 〔。

, 二
〕、 〔。

,
2二〕*一

一

丁
〔。

,
, 〕、 〔。

. , 〕、 〔。
.
2 ,
〕f (抓`

,

*
,

, )

嚷李母影擂;
d , 。 d * 八 d。

5 i n钾 0 5夕

s i n卯 0 5口

c o s甲

cy
o s

一
{

_ _ _ _ _ _

f ( y s `n二 0 5“
,

y s `n , ` n o
,

` c o s “
·

7亡0 5

卯 C

卿 l

一 ys in 甲

一 ys in 卿 in 夕

ys i n卯 0 5
0

0

d dy 州 a

一

丁
〔。

,

: 〕K 〔。
, 二
〕 x 〔。

.

2 ,
〕f ( , · 、·二 。 8。

,

, · i n二 i n。
,

, 。 。 s。 , Z s i n州、 州。

此式就是球坐标下三重积分的计算公式
。

由上述定理
,

几乎所有的积分公式我们也都类似可得
。

4 关于曲线积分与路径无关

这一节我们可证明数学分析中曲线积分与路径无关的一个等价命题
。

命 题 设 D 是 尸 中曲面单连通的区域
, 。 一 P d x + Q d y 十 R dz 任 八

’
( D )是 D 中的微分

1一形式
,

其中 P
、

Q
、

R任 C ’ (D )
,

则下列条件等价

( l )在 ( D ) 内成立 or t { P
、

Q
、

R } ~ 0

亦即

司 aR 护
丽

’

丽 一 丽
眼一即护一即

一一
曲一ax

( 2) 存在势函数 抓 x
,

y, )z 〔 C co ,

使

d沪一 。 一 P d x + Q d y + R dz
,

在 D 内成立
( 3 )对 D 内任一光滑闭曲线 c

,

有
{

c旬 一 。
。

证 ( 1) ” (2 )
,

设 ( 1) 的条件满足
,

则微分 1一形式 。 的外微分
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d。 = d ( P d x + Q d y + R d z ) = d l
)

八 d x + dQ八 d y + d R A d z

一 (肇 d, + 琴d z ) 八 d二 + (
孕

d J
·

+
孕

d二 ) 。 d , + (望d二 + 擎d , ) 八 d z

q y 万̀` 〔又注 。 ` 。 沈 月
刃y

(子
司

、 , , , . ,

aP 次
、 , . 」 . ,

砌 护
、 ,

不二少o y l \ a z 十 气万二 一 下二少u z l \ u x 一 气下二 一 又下少a x 八 Q y = U

〔万` “ ` 以 成 以沈 q y

所以 。 在 D 内是闭 1一形式
。

根据 P io cn ar e
引理的逆

,

在可缩区域 D 内闭 1一形式必是恰当 1

一形式
,

亦即存在 。 次微分式 抓 x
,
y

, z e c 一 ( D )
,

使 。 一 d外

(2 )冷 l( )
,

设存在势函数 。 一 P d x + Q d y 十 R d z 一 d沪

则

0 = d d沪 = d 。 = d ( P d Z
·

+ Q d少 + R d z )

(翌 一 卫
’

即 去

d , 八 d二 十 (

芸 次
1 , , . ,

砌 护
、 ,

一 又一 u Z 八 u y 寸
~ 、 下一 一 下尸 少QX 八 Q y

咬又 2
.

理丈不

四

由于基矢 { d y A d z ,

d z 八d x
,

d x A d必线性无关
,

故

曲 护 眼 司 眼 护
ax 一 即

’

妙 一 浇
’

ax 一 贡

( l) 。 ( 3 )
,

注意到 D 是可缩流形
,

D 中 1一 闭链 C (闭曲线 C )必为边缘链 C 一刃
, ,

其中 D
Z

是一个二维链
,

而 。 现是闭 1一形式 d( 。 一 0)
,

于是由 st ok es 公式得

{
。 一

{
_ , 。 二 =

{
,

d 。 一
{

_ ,

。 一 。

(3 ) => (2 )
,

若对 D 中的任何闭曲线 C

。 一
{
。 一

{
, 。 一

{
,

d田
,

贝。 => d田 一 。

即 。 是闭 1一形式
,

所以 ( 1) 中的条件满足
。

讨论
:

考虑 1一形式

(x + 刃 d x 一 ( x 一 y d) y

x Z
+ 少

定义在 R Z
一 { 0} 上

,

经计算可得

不能整体表为恰当形式
,

否则对

针单位圆 S
,

则

d 。 一 0
,

即 。 在 R ,
一 { 0 }上是闭 1一形式

,

但 。 在 R Z
一 { 0 }上现

R Z
一 、。 }中任何可微回路 c 应有

上
。 一 。

,

然而如果 c 是逆时

工
田 一

丁
。

+x(
, , dx 一 二̀ 一 , ’ d ,

一

丁:
〔 (一 “ + 5 ·̀ “ (一

·̀ “ , 一 (。。 5“
一

`· “ ,。 。 ·“〕d“
一

2兀 ` “

所以 。 在 R
,
一 {0} 上不能整体表为恰当形式

。

其原因是 R ,
一 { 0} 为不可缩流形

,

R
,
一 {0} 的基本

群
二 ,

(尺
,
一 { o } )笋。

,

尺 ,

二 { o }的一维 D e R h a m 上同调群 月
`
(尺

,
一 { o } )笋。

。

因此要使 。 上的 l

一形式 。 能整体成为恰当形式
,

加在位形空间 D 上的拓扑条件必然是

二 l
( D ) 一 (〕和 H

,
( D ) 一 0
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