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用同态基本定理证明矩阵秩的一些性质
`

韦 俊
(盐城工学院基础部

,

盐城
,

22 4。。3)

摘 要 在高等代数中
,

许多关于矩阵的获的性质的证明是比较复杂的
。

因此提 出用近世代数

中的同态基本定理来证明这些性质
,

这种方法简洁明了
,

便于接受
。

关工词 同态 定理 拒阵 坎

分类号 0 1 5 1

关于矩阵秩的一些性质的证明
,

有许多方法
,

本文利用近世代数中的同态基本定理来证明

这些性质
。

这种方法开拓了我们的证明思路
,

使证明很简洁
,

且有规律可循
,

有较大的优越性
。

为了方便起见
,

我们约定
:
L’ 表示 n

维列向量空间 ; R ( A )表示 A 的列向量生成的线性空

间
一

; x
、
t
、 。
分别表示

” 、 , 、 r
维列向量

,

并且将同态映射的定义及同态墓本定理叙述如下
:

定义
:
设 f 是线性空间

。
到 扩的一个映射

,

如果 f 保持加法以及数乘运算
,

则称 f 是同态

映射
.

若了又是满射
,

则称了是
。 到 。 `

的满同态
,

记作
: 。 ￡扩

.

若了是双射
,

则称了是
。 到 v’ 的

同构映射
,

记作
: 。
兰扩

。

同态基本定理
:

设 , 和 扩是数域 F 上的线性空间
, 。乙扩

,

则训ke r f 兰扩
。

证明
:

由参考文献 [ s] 知 ke
r f 是 。 的子空间

,

令 抓 d + ke
r

f) = 了d( )
,

d 任。 ,

易得 , 是 司

k er f 到扩的同构映射
,

所以
。 / ker f 兰 v’

。

引理
:
设 W 是线性空间

。
的子空间

,

则

d im ( V / W ) = d im V 一 d im w [ , 1

定理 1
:

设 A 是 二 X ,
矩阵

,

B 是
n x ,

矩阵
,

那么

r a n k ( A B ) 《 m i摊 ( r a n 鑫A
, r a n k B )

证明
:

令了
:

Bt ~ A Bt
,

则 f 是 R ( B )到 R ( A B )的同态映射
,

由于 R ( A B )的每一个元素也具

有 A B t 的形式
,

故 f 是 R ( B )到 R ( A B )的满同态
。

于是由同态基本定理及引理得

R ( B ) / k e r f 兰 R ( A B )

d im R ( A B ) = d im R ( B ) 一 d im k e

fr

从而有
r a n k ( A B ) = r a n k ( B ) 一 d im k e r

f

所以
r a n k ( A B ) (

r a n k B

同理可证
r a n k ( A B ) 镇

r a n kA

。

收稿 日期
:
199 7一 0 5一 20



第 4期 韦俊
.

用同态基本定理证明矩阵秩的一些性质
·

1 3
。

面面函函` ` 面` 面滋益奋石石币苗

于是有

a rn k( AB )《 m in( a r
nk A

, r a
kn B )

定理 2 :
设 A

、

B 都是 m X ,
矩阵

,

则
r a n 汤( A + B ) 《 ar kn A + ar n 圣B

证明 令 f 迢万` ( A + B ) X + R ( A )
,

易见 f 是 R ( B )到 R ( A + B ) / R ( A )的一个满同态
,

于是

R ( B ) / k e

汀兰 R ( A + B ) / R ( A )

d im R ( B ) 一 d im k e r
f = d im R ( A + B ) 一 d i m R ( A )

r a n泛A + r a
kn B 一 d i m k e

fr = r a n泛( A + B )

所以有
r a n k ( A + B ) 《 ar n kA + ar kn B

定理 3 设 A 是 m X 。
矩阵

,

B 是
n X ,

矩阵
,

A B = O
,

则
r a n k A +

r a n乏B 《 n

证明 令 f
:

X一 A X
,

易见 了是 刀 到 R ( A )的满同态
。

于是

刀 / k e

fr 兰 R ( A )

礴im R ( A ) = , 一 d im k e灯

ar nk A + d im k e r f = 。

由于 V Bt e R ( B )
,

有 f (Bt ) = A Bt = 0 j p有 Bt 〔 k e

fr
,

则 R ( B ) g k e

fr
,

ar n汤B 《 d im k e r f
,

故
r a

kn A + ar n k B 《 , 。

定理 4 ( S y l v e s t e r
定律 ) 设 A 是 m X ,

矩阵
,

B 是
。 x ,

矩阵
,

则

ar n k ( A B ) )
r a n k A + r a n k B 一 月

证明 令了
: x ~ A x + R ( A B )

,

显然了是 刀 到 R ( A )/ R ( A B )的满同态
.

于是
`

刀 / k e r f 兰 R ( A ) / R ( A B )

n 一 d im k e k f = d im R ( A ) 一 d im R ( A B )

r a n r ( A B ) = d im k e r f + ar
n kA 一 n

由于 V Bt 任 R ( B )
,

有

f ( B t ) = A Bt + R ( A B ) = R ( A B )

即 Bt 任 k e r f
,

则
,

R ( B ) C k e r f

r a n k B 《 d im k e r f

所以
r a n k ( A B ) 》 r a n k A + r a n 泛B 一 n

从上述证明中可知定理 3 是定理 4 的特殊情况
。

定理 5 ( F
r o b e n i u 。

不等式 ) 设 A
、

B
、

C 分别是 m X : 、 n x s 、 , X r
矩阵

,

则
r a n泛( A B C ) 》 r a n k ( A B ) +

r a n 泛(召C ) 一 ar
n k ( B )

证明 令 f
:

Bt , A tB + R ( A B C )
,

易见 了是 R ( B )到 R ( A B )/ R ( A B C )的满同态
。

于是

R ( B ) / k e

fr 兰 R ( A B ) / R ( A B C )

d im R ( B ) 一 d im k e

fr = d im R ( A B ) 一 d im R ( A B C )

V cB 产 (下转第 24 页 )
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位移
c一。

。

将已知参数代人上述有关公式
,

得
:

第一道支撑轴力 N
:
~ 33 4

.

S K N ;
第二道支撑轴

力 N
: “ 9 0 3

.

g K N ;
第三道支撑轴力 N 3

一 1 2 7 9
.

14 K N
。

由于位移计算中所有参数是根据同类工

程实测结果选取
。

因此
,

工程实测资料积累越多
,

计算参数选择更合理
,

计算结果更可靠
,

因而

需进一步积累工程实测资料
。

四
、

几点说明

1
、

深基坑开挖所产生的土体位移容易引起相邻道路和旧建筑物发生裂缝
,

且过大的变形

会导致结构失稳破坏
,

为此
,

基坑支护设计必须计算和预估变形量
,

基坑开挖应严格控制变形
量

,

这是支护成败的决定因素
。

围护多为临时构筑物
,

容许应为采用较大数值
,

一般控制桩顶水

平位移镇 cZ m
,

桩身变形镇 0
.

1% ~ 0
.

7 % 开挖深度
,

能满足对周围环境的要求
。

2
、

监测是管理的重要辅助手段
,

其数据是技术人员的眼睛
,

其重要性已逐步被人们所认

识
。

支护体系的变形是与土的外界因素相互作用的反映
,

变形的大小是度量整个支护系统是否

正常工作的最直观标志
,

又与相邻建筑物
、

地下管线
、

交通设施的沉降与变形紧密相关
。

所有突

发性的稳定破坏之前
,

支护体系也总有变形与裂缝的前兆
。

因此
,

桩顶水平位移和桩身变形一

般是必测 的
,

对于多层复杂的基坑开挖宜采用信息施工技术
,

与施工过程密切结合
,

进行动态

设计
,

效果会更好
。

监测积累的数据
,

对于修正地区土压力模型
,

确定合理计算参数
,

以及改革

和发展设计理论都是必不可少的
。

3
、

基坑开挖后
,

支护体的位移及其上土压力的大小都会随时间而变化
,

如何正确地分析位

移 与上压力的相互关系
,

通过位移控制设计
,

仍然需从理论与实践的结合上深人研究
。
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因为 f ( B c 产 )二 A B C产+ R ( A 召C ) 一 R ( A B C )

所以 B c 产任 k e r f
,

则

R ( B C ) 二 k e r f

故有

r a n k ( A 召〔 , ) ) r a n k ( A B ) + r a n k ( B C ) 一 r a n k B

在定理 5 中
,

若令 B 为
n
阶单位阵

,

C 为
n 义 :

矩阵
,

此时就得到定理 4 结论
。
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