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摘 要 在 高维 空 间中引入阶梯函 数来刻划 M cs ha
n e 积分

,

进 一 步揭 示 了 M
c 比 a n 。 积分 与

eL be
s

gu
e 积分之问的 内在联 系

口

关键词 M cs lla
n 。
积分 外测 度 阶梯函数
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L e b e 、
g u e 积分在测度理论的基础上于 1 9 0 2

年建立起来
二

1 9 7 3 年
,

E
.

J
.

M cs h a n e 在研究完全

R : e rn a n n 型的非绝对积 分—
H e n s t o C k 积 分之

后
,

建 立 了 一 种 新 的 积 分
,

后 来 人 们 称 之 为

M
e s

h a n e 积分
,

它 的定义是 R i e m a n ,: 型的
,

并且

不必用到测度理论
,

具有一定的直观性
。

后来被证

明了 M c 、
h a n e 积分等 价于 L e b e s g u e 积分

,

这使

得少、 们可从另一侧面进一步探讨 L o b o s g u 。 积分

的若干性质
。

本文在文献 [ 2」
、

巨3 ]的基础上
.

在高

维空间中引入阶梯函数来刻划 M c s h a n 。
积分

,

使

得对 M c s h a n e 积分 的本质有更深刻的了解
,

从而

进一步揭示了 M 。 5 11 。 r l e 积分与 L e be 、 gL : 。 积分之

间的内在联系
。

基本定义与性质

定义 1
:

设 五 是
, ,

维空间中一闭区间
.

自
_

曰 为

定义在 五 上的一正值函 数
.

所谓 五 上的 日一精 细

分法 刀 ~
`

(I
. _

: ) }是指 { }I 是 五 上互不重叠 的有

限个闭区间列
.

日 I 一五
,

且满足

J
e j 任 厂 (艾

.

占(
_

不
) )

,

这里 厂 (
.

二
.

占(
、

: ) )是以 二 为中心
.

自
;

一

。为半径

的开球 称
:

为对应于 I 的结点
:

如果仅要求 I 乞厂 (
.

:
.

叙
`

门 )
.

贝lJ称 l 为 ` 精

细 M 分法
。

由 H 。 , n 。 一

B o r e
l 复盖 定理得知以土 田 汀 法 j)

必存在

定义 2
:

设 了 (二 )为定 义在区间 五 上 断 一 个函

数
,

如果存在实数 A
,

使得对任意的 。 > 。
,

存在 占

(劝 > 。
,

对 E 上任何 占一精细分法 D
,

有

} ( D ) 艺
`

f( 二 ) }It 一 月 l <
。 ,

这里 }11 指 I 的外测度
,

也即 j 的体积
,

则称 j( 户

在 五 上 H e ns t oc k 可积
,

简称 H 一 可积
,

记作

f 任 H (五 ) 或 f 〔 H

如果对任何 占一 精细 肘 分法 D
,

有

} (D ) 艺六二 ) }11 一 八 1 < 。
.

则称 f (二 )在 E 上 M c s

ha ne 可积
.

简称 M 一 可积
.

记作 了〔 M ( E ) 或
`

/ 任何
。

显然
,

M 一可积必为 H 一可积
:

定义 3 :

设 f (二 ) 为定义 区间 五 上定义的实函

数
,

所谓 占一精细分法 D 或 占一 精细 对 分法 D 所

对应的阶梯函数 S (二 )
,

是指

S ( y ) 一 j (二 )
,

刃 C 了

这里 I
,

二 是分法 D 中的偶对 (了一门 注意当 厂 属

于 I 的边 界时
,

可以 任意取定 I 听对应的某一 j

的值 f (二 )
,

只要保证函 数
.

乡仁
2
一

)单 值即可

显然 S (二 )在 五 上 R , 。 r丁。。 : 1 : :

可积
,

且

( R )

丁
:
S (工 ) d J 一 ( , , 。:

、

“
`

Z
) ! , .

由定义可 以证 明下述 C
: 、 u 。 1飞

、

型 收敛定理
、

其证

明 见文献「3〕
。

定理 1 :

设
`

f(
一

门是 五 上定 义的函数
、

j e 刀 当

且仅当对任意
: > 0

.

存在 自
、

。 飞
一

(J
.

对 五 上任何 占

一 精细 刀 分法的任何两个分法 户 与 夕
` ,

有

} ( )I ,三
_

厂(
`

,
一

) }11 一 (刀
’

) 二广(
`

川 一11 一 A } < ￡

收稿 日期
:

1 9 9 9一 叱一 2 8



盐城工学院学报 第 1 2 卷

2 被积函数的可测性

由上 可知
,

H 一 积分与 M 一积分定义简单
,

更

主要的是它 们无需引八测度概念
。

但一般地说来
,

外测度慨念还是需要的 下文中有时提到的
“

测

度
”

或
“ `

可测
”

词语 只是为了与过去的理论作必要

的沟通
二

由实变函 数 的理论可知一个函数的可测性
为该函数 L e b e s g ue 可积的前提条件

,

那么由上述

定义的 M 一 可积函数是具有什么特征的函数呢 ?

由于 M 一 可积与 L 一 可积等价
,

故猜测 M 一可积

函数也应是可测的
,

要证明这一点
,

一般地要证明

存在 M 一可积函 数 f (二 )的原函数 F ( x )
,

F ( x ) 在

E 上连续且 尸 ( 二 ) 一 f (二 )
。 .

尸 ,

从而导致 f 可测
。

这里引入一列 阶梯 函数依测度收敛于 f x( )
,

从而

f (二 ) 可测
。

一般地依测度收敛的定义是用测度来

描述 的
,

这里
,

改为用外测度描述
。

定义 4 :

设 {
.

人 (二 ) }是在可测集 五 上几乎处处

有 限的可测 函数列
,

又 八
`

动是在 君 上定义 的几

乎处处有限的函数
,

若对丫 。 > 。
,

有

h m }E ( }关 一 厂{ ) 异 al 一 。
,

即对 V 。 > O
,

V 。 > O
,

日刀
,

对所有
, ,

) N
,

有

}E ( }关 一 f l ) ) 川 < ￡

则称 大 依测度收敛于 了( 二
一

少
,

记作 人 ( x ) => f ( x )
,

这里 }五 (
·

)] 表示 E 的外测度
。

在上 述条件 下
,

可 以证 明 f ( x ) 必 为可测函

数
,

事实上
,

在这种情况下
,

可以证明 R i es z 定理

成立
,

于是有子序列几乎 处处收敛于 f (对
,

从而

f
一

(二 ) 可测
。

为此先证明下述引理
。

引理
:

设 f 任刀 (石 )
.

给定 。 > O
,

则对 V
。

> O
,

] 阶梯函 数
: (二 )

,

使得

X 一 {二 任 E
,

}j (
、

司 一 5 (二 )l ) a}
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的外测度小于 竺: / 。
,

即 {无 }< 2 “ 。
。

证 明
:

记

尤
:
一 才

`

2
一

任右
:

f 仁二 ) 一 5 (
、

动 ) 川

X
:

一
、

了
一

令五
:

.

/
’

(二 ) 一 5 ( : ) ( 一 。

因 j 分八了
.

故对V 。> 。
,

] 云( 二 ) > 。
,

对任何 a

一精细 刀 分法的任两个分法 D 与 刀
,

有

1( D ) 艺
_

(/
、

动 }11 一
.

D
`

) 艺
.

八 二 ) }11 ! < 。 ,

对于给定的 占一精细 对 分法 D
,

可以确定一个阶

梯函数 5 `
、

: )
,

现令

尸一 匡
: J 是 E 内的闭正方体

,
x 任 I 江 U (x

,

a

( x ) )
,

二 〔 万飞
{

则 产 是 X
;

的一个 V it a l i 复盖
,

由 V i t a l i 定理
,

对

V 军> 。
,

存在不重的有限区间列 { I 〔 川
,

使得

}X
,

l簇 艺 !川 + 夕

在 E 中挖去 U l
,

这样 E 中的对于分法 D 余下的

部分 (或许要做必要的细分 ) 仍是 占一 精细 何 分

法的部分分法
,

把它 们再与 { ( I
,

二 )} 合并成 E 上

的 占一精细 对 分法 D
` ,

由

o < 艺 (八二 ) 一 S (二 ) ) }川 -

(刀 ) E
_

f( 二 ) }11 一 ( D ) 艺 f ( x ) 】11 < 。 ,

从而

口艺 ì }< ￡ ,

或 艺 J̀ }<丢
}x

l

}<含
十 :

由 刀的任意性 可得 }X }< c
,

同理可证 }X
Z

}<含
,

从而 .x }<
誉

,

证毕
。

由此立得下述定理
。

定 理 2 :

设
_

/
一

任 对 ( E )
,

则对 V 。 。

、 O
,

三占
。

x( )

> O
,

对任何 E 上的 占
。

一 精细 对 分法 D
。

所对应

的阶梯函数 5 (汉
一

)
,

有

5
。

( x )冷 f ( 二少
.

且
、

八二 )在 石 上可测
。
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