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摘 要 回顾 了 Jaco ih 方法与拟
一

Jac ob i 方法的发展历 史
,

介绍了并行 Jac ob i 方法与并行拟
一

J
a -

田b i 方法的研究现状
。

针对网格状分布式多处理机系统就非对称广义特征值 问题设计 了一

种拟
一

Jac ob i 方法的并行处理方案
,

并对 G
.

W
.

S te w a rt 提出的一种算法做 了修正
。
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l
a c o b i方法的提出是在 1

846 年 fll
,

它用来计算实对称矩阵的特征值
,

而拟
一

Jac ob i 方法的提 出可追溯

到 Ger e nB
adtt

195 5年的文章图
,

G溉 sn adt
t 之后研究拟

一

J
a
co b i 方法的文章 〔, 一 `。〕 ,

拟
一

Jac ob i 方法是用来处理

非对称情况下的矩阵特征值问题
。

实对称矩阵 J
a e o bl 和非对称实矩阵拟

一

Jac ob i 方法并行化的第一篇文章是 A
.

H
.

S al l l e h 于 19 71 年发

表的 ll[]
。

近 20 年来
,

关于这两个方法并行化的工作
,

可参阅文献「1 1 一 34 ]
,

其中「12 一 18 ]讨论了实对称

矩阵 J
a
co b i 方法的并行处理并在不同机型上予以实现

,

文献「19」[20 ]研究了非对称矩阵的并行拟
一

Jac ob i

方法
,

文献〔21 」研究了实对称矩阵 Jac ob i 方法的加速问题
,

文献【22 」首先将 Jac ob i 方法推广到广义特征

值间题上并在 D A p 上实现
,

文献 〔23 」研究了非对称广义特征值问题的并行处理
,

文献「24 」则讨论了非

对称广义特征值问题的拟
~

J
a c o b i 方法的加速

,

文献 〔2 5〕[ 26 〕是关于 Jac ob i 型方法收敛性 的讨论
,

而文献

〔27 」「28 」「29 」则讨论了与 Jac ob i 型方法有关的 acJ ob i序与 acJ ob i 对问题
。

对称问题研究得较成熟
,

非对

称问题的研究工作国内外仍不多
。

作者在文献〔3川中的工作属于多处理机系统非对称广义特征值问题

拟
一

acJ ob i 型并行处理
。

I J` ob i 方法与拟
一

J二
o ib 方法

古典 Jac ob i 方法的基本思想是用一系列由平面旋转矩阵构成的正交相似变换将实对称矩阵化为对

角阵的方法
,

具体地说构造序列
:

通。 = 注
,

A * = 五扭
、 _ 1双`

( k = l
,

2
,

… )

其中
: R*

( i
,

i )
= l

,

i 尹夕
,

,

双*
( i

,

i )
= 。 05 8

,

i = 尸
,

g

尺*
( i

,

j )
= 一 R *

( j
,

i )
二 s in o

,

i 二 p
,

j = q

R*
( i

,

j )
= 0 1

,

j 二 其它

p
,

q
,

0 按一定原则确定

记 A * 一 , = (
a , (`

一 ’ ) )
,

A` =
(

a 。 (` ) )

则有
a , (` ) = a 。 (̀

一 ’ ) ( i
,

j 尹 ,
,

、 )

今 (` ) = 。 , (̀ ) = a , (`
一 ’ )

cos o 一 a , (`
一 ` ) , in o ( i笋 ,

,

, )
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a, (` ) = a , ( ` ) = a , (`
一 ’ ) s运 夕一 。 、 (`

一 ’ ) e os o ( i笋尹
,

: )

肠 (` ) =

杨 ( `
一 ` )

耐 。 + 。 。 (`
一 ’ ) s
讨 a 一 2、 (`

一 ’ ) s in 0 co s o

a , (` ) = ` (`
一 ’ ) s

扩 。 + a , (̀
一 ’ ) e

瑟 夕+ 2肠 (̀
一 ` ) s谊 夕 co

s o

队
。 _ (`

一 ’ ) ) inS, ,

为了使

= a _ (k ) =

创r

0 + 、 (`
一 , ) (

e

osz o 一 s
砰 。 )

= l /2 (肠 “ 一 ’ ) -

Z e + 、 (舌
一 1 )

cos

肠 (`
一 ` ) 一 a , (`

一 ’ ) )
s in 8 e os

2 8

、 (̀ ) = o
,

即消去伽
,

龟
=20 1厄(

护
若 肠 ( ` ) 一 a , (̀

一 ’ )

(毛
一 1 )

一 a . (卜 1

二 0
,

则 0

妇位的元素
,

必须选择这样 的旋转角

) 常限制
一 兀4/ ` 0感讲

=

沼
,

、 (`
一 ’ ) > o 时

,

0 = 一 7t 4/
,

、 k(
一 ’ ) < 0 时

,

这样确定的旋转角所对

应的旋转矩阵就能使 A* = 凡
T A* 一 I R *

中的 、 k()
= o

,

然而 即使 % “ 一 ’ ) = 0 或
a , (`

一 ’ ) = 0 一般来说
,

经过

旋转变换后它们往往不再为 O
,

所以通过旋转变换消去对称矩阵的非对角元素 的方法不是一个有 限的

过程而一个无限迭代的过程
,

过程进行到所有非对角元满足预先指定的精度要求为止
。

aoobJ
`方法的收敛性基于下面的结果

:
矩阵的非对角元的平方和 “ “ ,

= ` ’

昙
’

、 , ’ 在每一次正交相

似变换后减少
。

拟
一

acJ ob i方法类似于 lac o b i方法
,

它用来处理非对称矩阵特征值问题
,

具体地说对任意复矩阵 A 总

可以找到一系列 的 2 维平面旋转 尸
`

( k
,

m )来约化 A
,

使得 A 任意接近正规阵川
,

容易验证对于近似 H

阵用拟
一

Jac ob i 方法处理 A 将接近于对角阵
。

2 并行 Jac ob i 方法和并行拟
一

acJ ob i 方法

2
.

1 对称情形

2
.

1
.

1 标准特征值问题
A

.

H
.

s anZ
e h 197 1年著文献 llj[ 研究实对称矩阵特征值问题的 并行求解并在 IL L IA c

一

w 机上实现
,

其

基本思想是每次旋转变换设法消去多于一对的非对角元
.

5脚
e h 对主元对 ( p

.

妇的选取如下
:

a
.

对 k = 1
,

2
,

… m 一 1

q = m 一 k + l
,

m 一 k + 2
,

… n 一 k

( 2。 一 2无 + 一)
一 ,

(4 m 一 Z k )
一 q

,

m 一

Z m 一

k + 1 蕊 叮 盛 Z m 一 2 人

Z k < q 蕊 Z m 一 无 一 1

Z m 一 k 一 1 < q

r

we
l

l
一一P

b
.

对 无= m
,

m 十 1
,

… m 一 1

q = 4 m 一 n 一 k
,

4 m 一 n 一 无+ l
,

… 3 m 一 k + l

n ,

( 4 m 一 Z k )
一 叮

,

( 6 m 一 Z k 一 l )
一 叮

,

q < Z m 一 k + 1

Z m 一 k + l ` q 落 4机 一 Z k 一 l

4 m 一 2 介 一 l < q

!
2
、

l
一一P

S am
e h 的算法是针对 S致D[ 型 I U [J A C

一

W 机设计的
,

这种算法不适合于多处理机系统
,

关于多处理机

系统
,

M
.

eB yn 和 A
.

H
.

s am
e h 提出了另一种方案

,

并在脚ant l x 了8 上实现仁l6j
。

另外
,

对于环状多处理机系统 R
.

A
.

W ll iest 记
。
等人 〔̀ 4〕也研究了实对称矩阵特征值的并行计算

,

对于

具有不同实特征值的矩阵 R
.

0
.

D via es 和 J
.

J
.

M记 i研究了并行 J
a c o b i 方法的加速问题 〔z1]

,

在 网格状连结

的机型上 B
献 和 I」」k 也研究了对称矩阵特征值的并行 acJ ho i 方法〔ls]

。

2
.

1
.

2 广义特征值问题

关于对称广义特征值问题 XA
= 几XB ( A

、

B 为实对称矩阵
,

B 为非负定的矩阵 )的并行处理
,

周树荃
、

邓绍忠
、

曾岚等在这方面进行了大量系统而又深人的工作
,

他们研究了并行保域行列式查找法
,

并行保

域多分法
,

并行子空 间迭代法
,

并行分块子空间迭代法
,

并行 E B E
一

逆迭代法
,

并行 E B E
一

子空间迭代法
,

并行 E B E
一

L功 c oz s
方法请参阅文献【3 4〕

,

另外 M侧山等人也研究过这个问题的并行 J直
c o b i 方法

,

可参阅文
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献「 2 1]
,

这里不再详述
。

2
.

2 非对称情形

2
.

2
.

1 标准特征值问题
G

.

w
.

S t e w吸 rt 和 P
.

J
.

习阮 d e in 分别于 19 85 年和 19 87 年著文研究非 H 阵的并行拟
一

Jac ob i 方法〔1

侧
,

其

中后者曾系统地探讨过申行拟刁
a e o b i 方法

,

两人对非 H 阵的并行处理方法有所不 同
,

下 面分别予 以简

介
。

G
.

W
.

S te w a rt 的工作类同于 Jac ob i 方法约化对称矩阵时的情形
,

其基本思路是通过酉相似变换约化

矩阵为上三角阵
,

即 。
·

uA
= :

,

: 为上三角阵 (矩阵的 hsc 肛分解 )
。

考虑二 阶矩阵 ” =

(:: 沙

all o

A (
。 , :

)
r = a 1 1 `

(
。 , : , · ” · ’ ￡ ” = `

,

(一 ’ 了是矩阵 ” 的欧氏范数为 ` 的特征向量
,

令 “ =

(: 几
’

)
,

则 A’ 二 R H

AR
二

0 22

a 龙

相应的 cS h u r
旋转有两个

,

其中 ! 。 l较大者定义为 内旋转 ( inn er cS ll u r
)旋转

,

另一个定义为外旋转 ( ou etr

cS hur 旋转 )
,

显见 内旋转更接近于单位阵
。

G
.

W
.

S et w a rt 算法
:
对矩阵并行实施 cS h ur 旋转

,

其中主元列的选取为
:

( 1
,

2 )
,

( 2
,

3 )
,

… (
n 一 2

, n 一 1 )
,

(
n 一 1

, n
)

( 1
,

2 )
,

( 2
,

3 )
,

… (
n 一 2

, n 一 l )

( l
,

2 )
,

( 2
,

3 )

( l
,

2 )

以上称为一个前向扫描 ( fo l节叭 l s w e e p

同样主元列
n 一 l

, n
)

,

(
n 一 2

, n 一 l )
,

… ( 2
,

3 )
,

( 1
,

2 )
n 一 1

, n
)

,

(
n 一 2

, n 一 l )
,

… ( 2
,

3 )

n 一 1
,

n 一 1
,

)
,

(
n 一 2

, n 一 l )

)

被定义为是一个后 向扫描 ( b a c kw 田d ~ eP )
,

而将进行完一次前向扫描后再紧接着进行一次后 向扫描
,

称为是一个双扫描 ( d o ul 〕 l e

~
p )

,

扫描过程中的
s hc ur 旋转全都采用外旋转

,

算法的并行实施的详细组

织细节可见文献 [ 18〕[ 19 」
。

P
.

J
.

bE elr
e in 提出的方法本质上也是 Jac ho i 型的

,

她的方法的实施是在 N x N 网格状连结的处理机

机型上
,

N 二 n/ 2
,

它的做法不同于 S te w 压比 的
,

主元的选取可离开次对角线
,

并且 cS h rU 旋转中的两个可能

的旋转皆被应用 (针对不同的情况 )
。

在对旋转常数的选择上
,

P
.

J
.

Ebe d ien 作了重点的讨论 〔侧
。

算法的

本质是主元的选择和旋转常数的选择
,

关于主元的选择
,

P
.

J
.

E为e lr e in 引人了两种不 同的映射
,

即 l~ 1
,

2尸卜 4
,

4斗 6
,

… n

~
n 一 l

n 一 l一
n 一 3

,

一 7~ 5
,

5一 3
,

3~ 2

和 l~ 1
,

2~
n , n ` n 一 l

, n 一 l一
n 一 2

,

… 6一5

5一4
,

4净 3
,

3一2

其中的起始主元对为
:

( l
,

2 )
,

( 3
,

4 )
,

… (
n 一 l

, n
)

关于旋转常数的选择
,

P
.

J
.

乃
e r le in 引人如下的方法

:

如果 ! a ` l鉴明
,

则旋转被滑过

如果 l a ` ! > 聊
,

则
:
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(l )如果 无 =。 一 l且 R创 d (
a` 一 d~ )> a, 此习 (

a
~ + d ~ )

,

I le al (
a ` 一 d ~ )

一 沈日 (
a ` + 己~ ) 一>

a Z n ,

则用 t :
来调序对角元

,

否则选用 t
.

执行 3
。

( 2) 如果 k 笋 m 一 1
,

则选用 t
.

再执行 3
。

( 3 )如果从 l 和 2 发现 r
。

) a 3
(

a 3 < l )
,

则让 gt Z x = t
,

并求 出gt x ,

口不变
。

( 4 )若 t
.

不定
,

则当 d ~ = 0 时
,

让 t = 1
,

0 = 仇

当 d ~ 笋 0 时
a ` = O用 。

。

选择 t , 。

详细的并行组织细节可参阅文献【20 ]
。

P
.

J
.

bE ler
e in 的算法对与正规阵有一定距离的矩阵总体来说收敛效果尚令人满意

,

不过对算法 的收

敛法的证明显然不易做到
。

2
.

2
.

2 广义特征值问题

对广义特征值间题
:

XA
二 几丑矛 ( A

、

B 为
n
阶复矩阵 )的并行计算

,

就非对称情形而言
,

目前国内外研

究得尚少
,

J
.

P
.

C h alr i er 和 P
.

V an
.

D oo 此 n 19 89 年给出了拟
一

J a e o b i 方法在网格状连结 N x N 多处理机系统

上 的并行实现困
,

他们的方法扫描所需 的时间为 。 ( n)
,

在某种假定下他们给 出了一个总体 收敛的说

明
,

他们的方法以 G
.

W
.

S t ew aI’t 85 年的方法为基础
,

然而当问题不接近于正规时收敛速度是很慢的
,

并

且一般当问题的维数超过 20 时
,

方法一般都不收敛
,

W e n 一

We i inL 和 C
.

W
`

Ch e n 1991 年给出一个 3 次修

正方案来讨论拟
一

aJ cob i 方法计算非对称情形 xA
二 久丑尤 的特征值时的加速问题侧

,

这个修正方案一般

在拟
一

J
a以b) i 过程以后

,

当矩阵对 ( A
,

B )的严格下 三角矩阵变得非常小的时候应用可加速收敛的速度
,

他

们的方法在 N x N 方阵网状连结的多处理机上实现的时间为 0( n)
,

不过他们方法实施 的先决条件是矩

阵的特征值必须是区分的
,

这类同于 19 86 年 D via es 等人处理标准特征值问题加速时的情形
。

在国内
,

周树荃和笔者等人研究了非对称广义特征值间题的并行 QZ 算法〔刘
,

并行拟
一

bE elr
e
耐 sl]

,

并行连续同伦

算法国
,

并行同伦
一

行列式算法 t刘
。

以上算法都是在具有共享存储的多处理机系统上实现的
。

其中的

并行拟
-

E为e lr e in 算法本质上也是 aJ
c ob i型方法

。

3 N x N 网格状多处理机系统中拟
一

acJ ob i 的并行实施

前文中曾介绍了并行求解非 H e

耐
t e
矩阵标准特征值的 P

.

J E be lr e in 方法
,

本节 中我们以 P
.

J
.

E be r -

le in 的工作为基础
,

针对网格状分布式多处理机系统设计出一种非对称广义特征值问题的拟
一

JaC o b i 方

法的并行处理方案
,

具体内容分以下 3 个部分
,

可预先假定矩阵阶数
n
为偶数

,

若为奇数
,

则 通过加零

行零列的方法使
n
变成偶数

,

并设定
n = Z N

。

3
.

1 主元的选择

第一步为 ( 1
,

2 )
,

( 3
,

4 )
,

… (
n 一 l

, n
)以下的选取按映射 l、 l

,

2今4
,

4 ~ 6
,

… n

~
n

一
, n -

一
n 一 3

,

”
` ,

7一5
,

5~ 3
,

3~ 2 来组织
。

以 n = 8 为例
,

主元的选取分为
n 一 l 二 8 一 1 = 7 类

o ( 1 2 ) ( 3 4 ) ( 5 6 ) ( 7 8 )

l ( 1 4 ) ( 2 6 ) ( 3 8 ) ( 5 7 )

2 ( 1 6 ) ( 4 8 ) ( 2 7 ) ( 3 5 )

3 ( 1 8 ) ( 6 7 ) ( 4 5 ) ( 2 3 )

4 ( 1 7 ) ( 8 5 ) ( 6 3 ) ( 4 2 )

5 ( 1 5 ) ( 7 3 ) ( 8 2 ) ( 6 4 )

6 ( 1 3 ) ( 5 2 ) ( 7 4 ) ( 8 6 )

每一类对应一个时间区间
。

3
.

2 广义 cS hur 旋转的计算

广义 cS hitr 旋转的计算请参看笔者等人在文献「3 1] 中的工作
。

3
.

3 旋转常数的散播

在每个处理器 P 二

起始时都存有 2 x Z子矩阵
,
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与

瓜
` 一、 ; `一 、

凡
*

,
2 `一 ’

凡

凡
、 一 ,

,

2 `

兀
* 2 :

其中 X 代表 A
,

B
,

U
,

V 的相应位置的元素
,

在一个时间区间 内每个对角处理机同时被用来计算广 义

sc h ur 旋转 (令
,

z )中的常数 l31[
,

而当这些常数计算 出来以后
,

则按其所在的行和列进行传播
,

以便实施

下面的运算
:

。 =

(
p 一叮

)
z =

{
`
几

’

{
、

q P
/ 、 s c /

a 。 = a 。 r
.

5 = 1
,

2… n , r
.

, 尹 无
.

1

a
、 = ca 、 + 孤

; ,

a
; = 一 : ` + 。 a ; ; 尹 无

.

2

a 治 = P a 活 + qa
` , a d == 一 q气 + P a 、 r 护 无

.

1

a 肠 = 那“ 挂 + 声 a 任 + 口m 脚 + 笋 a u

a “ 二 qs a 挂 一 q sa 认 一 CP a ` + 邢。 u

a ` = 一 q c a 肠 一 qs a 肠 + 拼 a “ + 声 a 刀

压
二 二 0

当以上过程全部完成以后
,

表明一个时间区间步已完成
,

各处理机依据下列方法交换它们的行数据 (列

数据同样 )
,

然后再进行下一个时间区间步过程
。

N =

要
公

4 G
.

W
.

tS e w a rt 算法的修正

在 2
.

2
.

1 中曾介绍了非 H e

俪et 矩阵标准特征值的 G
.

w
.

St e w 压 rt 算法因
,

G
.

w
.

st e

waxt 的算法期望在

每次扫描后矩阵的严格下三角部分中的较大元素能够向次对角线迁移
。

数值试验结果表明对于近乎正

规矩阵或近似 H 阵
,

此算法是令人满意的
,

但对强非 H 阵或强非正规阵收敛速度很慢
,

换言之
,

G
.

W
.

S te w a rt 的构想 (下三角部分中的大元向次对角线迁移 )并不总能实现而且对一般非 H 阵一般都不能实

现
。

为此本节应用
`

阂策略
’

来修正 G
.

W
.

S te w出1 的算法
。

先证明下面的结果
。

定理
:
对矩阵 `

,

引人撇 V( ” )
=

忍
’ 、 ”

,

则可适当选取矩阵 百
,

使得 sSA V( ”
`

) ` ” 以 ` )
,

其中

A
` == U

任

A U
。

一一

飞、

!
才
.

劣C O S X

一泊

e S l n
`

{(
“ ` “ `

) (
/ \ 住耐 口~

l \ 已

C O S 荡 一 e S l n

_ 舀
日 S l n 劣 C O S X S l n 男 C O S X

对 A 的相应 的酉 相似变换阵为 U
,

其中 U ( i
,

i )
= 1

,

￡尹 无,

m
,

U ( i
,

i )
一 v

’

( j
,

i )
= 一 。 一 祖 s认 x ,

i 二 无
,

j = m
,

v ( i
,

j )
= 0

,

i
,

j =
其它

。

并令 co
s x 二 。 , s in x = : ,

则 A’ = U
`

A U 中的元素有
:

a ` , = ca “ + e 刃 s a nU
, a 诗 , == ca 诱 + e 一 祖 s a 如

蛛 ,=
一 e 一 刃 as 肚 + ca ` ,

% ,=
一
护 as

认 + ca 如

其中 i = 1
,

2
,

… n ,

i 尹 k, m

a、
, == C Z 。 一 刃

[
一 。 (

a ` 一 a
~ ) + 。姆 a 、 一 t Z e 一 刃 a * ]

,
: 二 e z: 二 gt

:

{
“ `

:
“ `

:}
\ a 麟 a ~

l

= co 。 x ,

i = 无
,

。
,

u ( i
,

j )
二

一

叽证
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△ =

” 侧“ )
一

sA S侧 ` )
=

三
’ a #’ ’ ` 一

三
爪 = k+ 1

,

△ = lZ a袖
,

12 一 lZ a 游 尸二 一 2 l a砒

爪 > 无+ l
,

l ` ! 2 =

户` 0

协 一 l

艺 l a 、 ,

}2 - 又 l a 、 一2 +

畏
1

}气
,

!
2 _ 艺

.

! a ` }
’

对对

爪 一 1

△ = 2 ( l a “ 一
2

一
a 、 一2

) +

2 ( , a、 `
12 一 l a` 一2

) +

l a * 1
2

] }

瓜 一 1 爪 一 1 胜 一 1

艺 名 艺
`二 k + 1

} a ` ,

1
2

葱= 玉+ 1

爪 一 l

! a 、 . 2 + 艺
i = 正+ 1

l叱
,

12 _
l气

`

1
2 =

Z s
cR

。

{
。 一 祀

艺
i = k + 1

口 汤已砚

e 一 刃 a 枷 + e

·

甄压、 」卜
:

祀 a ` )

` = k + 1

爪 一 1

乙
i二 无 + 1

a 、 12 + l a * 一
2 一 I a ` 一

2

了̀、协毋压ùa 游
, 二

令 D `

一 。 一 ” cs (
a ` 一 a ~ ) + a 、 一 5 2 。

= a ` 一 a
~

,

夸玩 = e 一 毋 a * + 。 刃

一a `
,

1
2 = 一 , 2

1。 夸* 一
刃* 12 + : 2

一刀` 1
2 + : 2 1夸* 一

2 一 Zcss
。

[
。 一 刃 D * 五、 ]

一 2 5 , 尺
。

[
。 泪 。 、 夸` 」+

l a游 12

a汕
’

12 l a汕 12 ` slz
一 。 D蔽翩

刀* 一
2 + : 2

一夸* 一2 一 Z css
。

〔。
一 泪 D如 、 ]

一 2 5 2双
。

[
。 ie a * 夸* 〕

再令 H 二 R
e

〔
。

材 = R
。

{
。

L

一 泊

爪 一 1

艺
i = k + 1

a 诱 a 而

= 尺
。

[
。 刃 a 、 夸 , 〕

一 a `
石、 }

协一 l

N = `

早
1

[ ’
a * ” + ’ a * ,’ 一 ` a 、 ,’ 一 ` a一 ,` ]

于是△ 感 2。 ( M 一 Z H )
一 : 2

(刃 + 2乙 一 l刀、 12 一 l夸* 一
“

)
二 : 2

[
C
gt ( z瑟 一 4万 )

一
(万 + 2乙一 D* 一2

一夸、 12
)」

co t x = 。 /、 适当选取
x ,

总能使△鉴 O
,

由此得证
。

修正 G
.

W
.

S te w斌 算法

让 娜 任 R
+

(压缩界 )

( l) 执行双扫描 A、 A’ (见 G
.

w
.

S t e w a rt 算法 )

(z) 计算臀 la 。 ’

l
,

若臀 aI “ l蕊娜
,

则算法完成
,

若瞥
l内

`

>l 聊
,

则选取酉相似变换

U
’

A’ U~ A
“ ,

使 及认V( A’’ )蕊 5甜V( A’ )
,

然后 回到 1
。
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