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交错级数敛散性的一个判别定理
’

骆汝九
(连云港职业技术学院

,

江苏 连云港 笠2X( )l )

摘 要 提出了交错级数敛散性的一个新的判别定理
。

该定理的判别式为极限形式
,

运用其

判别交错级数的敛散性非常简便
。
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在数学分析教材中
,

有关交错级数

a , 一 a Z + a , -

一 艺 (
一 1 )卜

` a 。

(
a 。

> o ) ( A )

和正项级数

a , + a Z + a 。 +
·

一 艺
a 。

(
a 。

> o ) ( B )

的讨论很多
,

基本的定理有以下两个
。

定理 户火莱布尼兹审敛法 )对于交错级数 ( A )
,

若满足条件
:

( 1 )
a 。

多 a 。 十 ,
(

n = l
,

2
,

3…

( 2 ) 腼
a 、

= o

则交错级数 (
*
)收敛

。

定理 广〕 (拉阿伯审敛法 )对于正项级数 ( B )
,

若

黔
n
(
念

一 1 ) = ;

则 ( 1 ) 当
r > 1 时

,

级数 ( B )收敛 ;

( 2 ) 当
; < l 时

,

级数 (丑 )发散
;

( 3) 当
; 二 1 时

,

级数 ( B )可能收敛也可能发散
。

本文是作者结合定理 1
、

定理 2 提出的交错级数的一个判别定理
。

1 定理

1
.

1 定理的提出

对于交错级数 ( A )
,

若

l im 。
(玉

一 z )
二 ;

砂
. 口几 + l

则 ( 1 )

对收敛 ;

( 2 )

当
: > 0 时

,

级数 ( A )收敛 ;特别地
:
当 。 < ; < 1 时

,

级数 ( A )条件收敛 ;当
; > 1 时

,

级数 (A )绝

当
; < 0 时

,

级数 ( A )发散 ;
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(3 )当
;二 0 时

,

级数 ( A )可能收敛也可能发散
。

1
.

2 问题的证明

( l )

记
a

因为欺
几
(
念

一 ` , = r > 0
,

所以当
。
充分大时

, 。
(卫生
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存在 N
,

当
。 〕 N 时
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( C )

记 尸二场兴六
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则 b二 = 尸
。 一 ` = N + m

N + a + m

一 l =
( l + 丝 ) ( l + 理生旦 )

一 ` 一 l ,
,

N
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刀 1

,

l
、 :

气一厄 ) 」一 1 =

,

l
、 :

+ 气 乏 ) 」一 1 = 旦
刀乙

十 (火)

m 适当大时
,

bm 保持定号
。

因为全火收敛
,

艺 旦发散
爪 = 1

爪
所 以 艺 b

、

发散
。 因此

,

无穷乘积 n
石

邓士平 发散
。

又部分乘积
邢 二 0 ZV 十 a 十 刀 2

瓜尸 k 递减且为正
,

所以无穷乘积立岩羚蔽发散于零
,

即

浊
N ( N + 1 ) …

( N + a
) ( N + a + 1

N + m )
… ( N + a + m )

二 0

由 ( C )式
,

得腼
a 。 = o

。

满足莱布尼兹审敛法的两个条件
,

由引理 2
,

进一步可得
:

当 0 < r < 1 时
,

级数 ( A )条件收敛 ;

当
: > 1时

,

级数 ( A )绝对收敛
。

由引理 1
,

级数 ( A )收敛
。

( 2 ) 因为肠
。
(卫生

一
l)

= ; < 0
,

故当
。
充分大时

, 。

(
.

竺些 一 l ) < O
,

即 O < a 。
< a 。 * 1 ,

于是 illn
a 。

尹
几
十 . 口 n +

O
,

从而级数 ( l )发散
。

( 3 ) 当
: = 】j l n n ( `

口 n + 1

如 艺 (
一 l )

n 一 ’华收敛 ;

】1 1 n

一 1 )
二 O 时

,

级数 (
`
)可能收敛也可能发散

。

叠(
一 l )一

,
( l + 土 )发散

。

n = 1 几

注 1 对于定理的结论 ( l)
“

当 r > O时
,

级数 ( l) 收 敛
。 ”

文献 [ 2」给出的证法 ( 26 74 题 )难度很大 (先

后利用了第 143
、

14 6
、

2 6( 芜 题的结论 )
。

本文在一般数学分析教材所讲述的基本知识范 围内
,

给出了上

面的简捷证法
。

在此基础上
,

将上述定理作为交错级数的一个审敛法而加以 引入和运用是可行的
。

注 2 从定理的结论 ( ` ,的证明过程可以看出
,

如果 一辣
。
(之

一 ` , > 0
,

则交错级数 ( ` ,一定是

莱布尼兹型的
,

从理论上讲
,

此时一定可以用莱布尼兹 审敛法 (引理 l) 判别其收敛
,

但有时验证级数 ( l)

满足引理 1 的两个条件是困难的
,

而运用上述定理判别级数 ( l) 的敛散性却非常简便 (参见例 2)
。

由此

可见
,

上述定理作为交错级数的一个审敛法所起的作用是莱布尼兹审敛法所不可替代的
。

2 定理的应用

例 1 求 h n ( Z
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n
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解
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例 2

解 : r 二

判别交错级数全(
一 ; )一

l

粤典牛粤票
兰
黑孕华

l 二

脚粤早
、 二 一 。 戈 O + a )

.

” L O + 、 几 一 1 )已 J
(

a > o
,

乙> o
,

己 > o )的敛散性
。
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由定理可得
:

当 。 < 互毕
< l

,

即 。 、 。 < 。 + d 时
,

原级数条件收敛 ;

一
” 、

d
、 ` ’ 一 r ~ 、 “ 、 `

’

~ 一刁 ’
人

、

~ ~
月 、 ` ’

一

卜~
’

当鱼共卫 , ;
,

即 。 > 。 十 d 时
,

原级数绝对收敛 ;

a

、 「,

b 一 a

曰 一 丁 - 二
a

即 b == a 十 d 时
,

原级数收敛
。

此时
,

原级数即为名 (
一 1 )

” 一 ’ a

a + 刀J

,

故条件收敛 ;

当

宁
当

宁

< o
,

即 b < a
时

,

原级数发散 ;

二 O
,

即 b 二 a
时

,

原级数为艺 (
一
l)

” 一 ’ ,

发散
。

综上所述
,

原级数

当 b ` a 时
,

发散 ;

当 a < b 蕊 a + d 时
,

条件收敛 ;

当 b > a + d 时
,

绝对收敛
。

上述例子表明本文所给出的新的判别定理
,

对某些级数应用起来显得很方便
。
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