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运用等效系统法原理计算变刚度梁+

孟 晓
(盐城工学院建筑工程系，江苏盐城224003)

摘要：对等效系统法原理公式加以推导，利用其计算变刚度静定梁的位移和变刚度超静定

梁的内力，说明等效系统近似法和变刚度超静定梁的计算步骤和过程，并通过实例加以说明。
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1公式的推导

等效系统法是将变刚度E。L的梁用等刚度

E，J，的梁来代替，其中等效系统的每一个挠曲线

等于原来的变刚度梁的挠曲线。若由一已知的变

刚度梁得到了一个等效系统，就可用等效系统对

原结构进行计算。

弹性曲线的一般微分方程为

茁Y M；

d石2一E；t’

积分二次得

y=jl(一J．轰d石)cl戈+C1Id菇～C(2)
式中C，和C：是积分常数，可根据变刚度梁的边

界条件来确定。

构件的变刚度E厶可以表达如下：

EL=E。，，以戈)， (3)

式中E。，。是刚度E。L的一个任意参考值。而，

(菇)是戈的函数，代表EL对参考值E，，。的变化

规律。

把式(3)代人式(2)得

，，=如卜j．为dx m+C／Xd菇～C
(4)

关于等刚度E，，，的梁，其长度和轴的参考系

数等于式(4)代表的梁，它的弹性曲线儿是

)，。=去J[一j Mod枷戈+C1'fd菇+C：，，
(5)

式中必代表等刚度E。厶的梁在名处的弯矩，

C，7、c27是积分常数。

式(4)和式(5)代表的弹性曲线是相同的，且

二构件的长度及边界条件也是相同的，所以

C1=C1 7，C2=C2 7，则有

卜一j．尚州d石=j．(一M,d枷石
即 丝=忆／f(菇) (6)

上式讨论说明了一个变刚度EL的梁总是

存在一个等刚度E，厶的等效系统，它的边界条件

与长度和变刚度梁相同，而在任意截面上的弯矩

等于式(6)，所以等刚度E，，，的等效系统的弯矩

图可由式(6)确定。

假设肘(戈)和f(石)可以算出，则可由式(6)算

出丝。等效系统的剪力P。和作用荷载可由下

列二式确定：

Q。=墨(尬)=墨(卷)， (7)

旷一是(㈦=喜(卷)。 (8)

由于参考刚度值是可以任意选择的，所以一

个已知的变刚度梁可以得到任意数目的等效系

统。若f(石)=1，则EL=E，，，，即等效系统的刚

度等于原结构的刚度。
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2利用等效系统法原理计算变刚度静定

梁的位移

变刚度静定梁的支座反力、内力与它的材料

性质、截面大小无关，其值可由静力平衡条件求

出。变刚度静定梁的位移是指工程结构上经常遇

到的材料相同、截面惯矩变化的静定梁的位移。

其值可利用等效系统法原理计算出。

用实例加以说明，见例1。

必须指出，上面讨论的用等效系统法求变刚

度梁的位移是指剐度的变化与荷载的变化都可以

表示为戈的函数时才能进行。但是，有时虽然刚

度的变化与荷载的变化都可以表示为茹的函数，

但计算相当复杂；或者刚度的变化、荷载的变化不

能表示为戈的函数，这时可根据帆的形状近似

地用直线段长度△Js。来逼近(n=1，2，3，⋯)，这

样就使计算得到了简化。现以图1一a所示结构来

说明等效系统近似法的计算步骤和过程。

(1)选择一个刚度参考值E，J。沿构件长度上
F，

有足够数量的横截面计算f(茹)=筹的值，刚度
01 11

函数图示于图1一b。

(2)计算实际弯矩尥，并绘成图，见图1一e。

(3)将帆值除以．厂(z)的相应值，得等效系统

的弯矩舰=幔／f(戈)，如图1一d所示的实线部

分。

(4)根据旭的形式可近似地用直线段长度
A S。来逼近(n=1，2，3，⋯)，如图1一d所示的虚

线部分。AS。不一定要等长，最佳的近似线段数

目依赖于他图的形式。通常合理地选择3—5

段就足够了。
a．原结构 o

b刚度函数呵(。)

[=二二二二] 陋l丝l—j苎LJ

图1近似法的计算步骤与过程说明图

魄．1 Gl唧酗ot CaloJlafi璎steps and
Courses abo|吐Near Law

(5)应用共轭梁法求出位移。用实例加以说

明，见例2。

3利用等效系统法原理计算变刚度超静

定梁的内力

刚度变化f(菇)=E,I,／E，厶，如图2一b所示，

基本结构如图2．c所示。

函撼∈王习蔫甏胜
卜n士』一筻三E三粤耋f鑫粉M4、、、～ 1——一 j二uY』¨‘

。学《素专藕孝坌蠢絮力眠c．基本结构。
心·。7八。)——4一。’

．(磨岛哥
“。

B
卜x—一

}_～f，2—牟一f，’—一

图2变刚度超静定梁的内力计算步骤与过程说明图

№．2 Graphs缸Qdc峨Steps and Courses about
Internal Force of Ex-static Gird盯of a删晒ng Sliffaless

变刚度梁任意菇的弯矩为尬，则等刚度

E，厶梁的等效系统弯矩为幌=鸩／f(戈)。式中

尥为基本结构由荷载和多余未知量峨、蜀共同

产生的弯矩，帆=(％+鸭+R∥)∥(菇)。
为此，采用等效系统法原理，根据A点的变

形条件求多余未知量鸭、毋。

变形舭耋鸶：≥：≥嚣㈤
式中臼7。、d7。表示采用等效系统的基本结构中，

由荷载产生的转角和挠度；

∥。、以表示采用等效系统的基本结构中，由

多余未知量兄产生的转角和挠度；

n、n表示采用等效系统的基本结构中，
由多余未知量鸭产生的转角和挠度；

解方程(9)，即可求出多余未知量鸭、R^。

从而可由静力平衡条件求出任一截面的内力和支

座反力。用实例加以说明，见例3。

例1求图3一a所示的固端悬臂梁任意点的

挠度和转角。A截面的惯矩是，，，B截面的惯矩

为厶，惯矩的变化规律近似地表达为

厶／，。(戈)=1+(Tt一1)(1一x／1)2，

，。(戈)=ld(菇)，式中n=厶／，。，

．厂(戈)=1／[1+(TI,一1)(1一x／1)2]，
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变刚度梁任意点戈的弯矩坂=一咫，等刚度巩
的等效系统弯矩(图3一b)

坦=』l疋／f(戈)=一PX[1+(n一1)(1一

x／1)2]。等效系统的共轭梁如图3一C所示。

拄墼～

C．共轭梁

图3悬臂梁目由端的弯形计算说明图

rig．3 Graphes of every poind’S deformation

calculation of娜rius girder
任意点挠度

五=r甏妊
甜戈2[1+(n-1)(1一寻)2]妊
盎[10搴2+(n一1)(10r—15r+6e5)]，
式中S=a／l(O≤车≤1)，

A点的挠度(拿=1)，

五=茹彖[10+(n一1)

(10×l一15×1+6×1)J=30P田13，(、1+哥)。
任意点转角

口。=f孑酉Mex=丽e1212EL[6P+(n一1)。o—o o
E，^一

L”b 1。＼“一1 7

(6善2—8r+3r)]
A点转角(}=1)

¨盛[6+(¨)×
(6 x 1—8×1+3×1)]=藏／)／2(1+掣)
例2试用等效系统近似求出图4一a所示的

固端悬臂梁自由端的挠度和转角。刚度变化如图

4．b所示。

解：作弯矩图(见图4一C) 鸩=一0．5qx2

菇=30 cm Ml=0．5×0．18×30==一81 N·cm

省=80 cm M2=O．5×0．18×80==一576 N·cm

菇=150 cm』I毛=0．5×0．18×80==一2025 N·cm

作尬图(图4一d)

戈=30 cm尬1=一81／(1．6E／1)=一50．5 N·(ra／E／1

菇=80锄』I如=一刚(2．6ElI)=一222 N·cm／日1
戈=150锄坞=-娅．5／(4F-,／1)=一536 N·crn／E／1
用共轭梁法求A点位移。共轭梁示于图4

广F芦}等L丫 d_帆I}I(N洲圳5。6。Pl挈150 cm “羔兰艺： ：=兰=二=j一一j器1．6／E，，2．里璺—二等。．—r』一1

≥塑牟50 cm4-70 cn，-4

c．实际弯矩N(N．cm)
2025

A#挲习

e共轭梁
一

一 一
宙

童 宙 妄

t薹：生j}墨型
图4悬臂梁自由端的受形计算说明图

Fig．4 Gl榔of deformation calculation of free
and about suspensorlus

厶=[0．5×30×50．5×2／3+50．5×50×50×

(30+50／2)+0．5×171．5×50×(30+100×2／3)+

222×70×(80+70／2)+0。5×70×284×(80+

70×2／3)]=3．48×106／E11，

OA=【0．5×30×50．5+0．5×(50+222)×

50+0．5×(222+506)×70 I=3．297×lO'／E／，

例3 作图5一a所示变截面连续梁的弯矩

图。截面为矩形。

譬竖查苎，口二当=马
《l 《

打—～{H百’～—浊

盛翁逝睦劐
= 墨呈兰墨嚣昌n瓮量

芏—墅生呈呈跹j岁暑¨，
§量璺毫§

一—。蛸j驾考川：)
f共轭粱吲篷邋e。劲}县盥譬尘1墨≮、场一’c．．融荔，篙

《警棚；兰书过列。～—莲漤州，，。 嚣u一≯“”。

图5受截面连续梁的弯矩计算说明图

rig．5 G巧枇of bending m咖t of ehangmg
删on of e啊叫inIlol璐girder

解：刚度变化示于图5．b，基本结构示于图5一

C，分离的实际弯矩示于图5一d，恤=坂／厂(菇)示

于图5一e。A点的变形条件为8A=艿7。+∥。=0，
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式中艿7。为由多余未知力RA在等效系统的基本

结构中产生的挠度；∥。为由荷载在等效系统的

基本结构中产生的挠度。

采用等效系统，应用共轭梁法求占7^、扩。。

． 共轭梁示于图5．f。

艿7^=(71．4958／256)X R^×Iz，口1

参考文献：

n=0．545q13／16E11
根据A点的变形条件求多余未知力。

71．4958／256’毋×12／E11+0．54q13／16E11_0

R^=一0．122q1(+)

求出支座反力兄后，可按静力平衡条件求

弯矩。弯矩示于图5一g。

[1]孙-0tl方．材料力学(上册)[M]．第2版．北京：高等教育出版社，1987．

Calculating Girders of Changing Strong Tolerate

By Using Principle of Equivalent System Law

MENGⅪao

(Depatment 0f Art Desi黟liIlg，Jiar峥u Yancheag 224003，PRC)

Abs嘲：Formulates of principle of equivalent system law deduced．M如唱use of them，displacement of static girder and internal force
of Exstaac sirder of ehm毋JIg strong tolerate are calculated．And in this paper，calculatingsteps and CO(1_r'sPs about lle．al"law d equivalent

system and exstatic girders of d珀n百I唱strong tolerate are also illuminated．In order to make out the law，this paper also uses several e,x一

衄皿es．
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表3山梨酸工业废水处理结果

Table 3 Trea[mem resets of the wastewater

名称
原废 预处理废水 生化处理后废水总去

水 处理后去除率处理后去除率除率

CODcr
、15000 1686 88．7％ 146 91．3％99％

(mg，L)

的微生物，使经过预处理后的山梨酸工业废水的

COD能大幅度降低，说明废水具有可生化性。

5．2 在厌氧水解阶段，废水的COD下降仅为

22％，去除率较低。

5．3厌氧一好氧法处理山梨酸污水的设备简单、

处理效果好，COD可下降至150以下，去除率达

91．3％以匕。
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Feasible Study on Biological Treatment of

Sobic Acid Industry Wastewater

DING Cheng，BO Yun—san，Q圳Xiao—mng，WANG Yu一帆，ZHENG Qing
(Department d Ocean En咖eeriIlg 0f Yancheng Irlstitute 0f Technology，Jlangsu Yancheng 2241903，PRC)

Abstl,aet：Sobic is a kind of food antiseptic．It has restrain impact to microbe．Its indus姆wastewater can be bio-cheanical trealRnent only

after pretreatment．Hi出concentration wastewater from sorbic acid p：‰W88 studied and presented．Result shows that CODer removal ef-

fidency more than 91．3％．Two important parametm's：aerating time and quantity．

Keywords：Wastewater；Bido百cM lxealment；Feasible
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