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关于三角不等式的推广及证明

葛玉风
(盐城工学院基础部，江苏盐城224003)

摘要：根据复数三角不等式得出一个新的不等式及其特例，并给出了一般情况下的证明。
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在复数理论中，有三角不等式

z1 I—1名2 0≤I z1+。2 I≤I zl I+I z2

(1)

其中，=，，7,2为复数‘1J，将不等式(1)进行推

广，能得如下定理。

定理1 设髫l，戈2，。为复数，当z=cl石1+

c2戈2，且I ci I=1，_『=1，2时，

有 Il菇1 I—I茹2 II≤I z I≤l菇1 l+I菇2 I(2)

反之，不等式(2)成立时，存在复数c。，c：，且

J q l=1，，=1，2，使z=c1菇1+c2菇2 o

更一般地，有定理2。

定理2设龙，，石：，⋯，‰及z为复数，当：=

max[2

∑
，=1

一巴墼(I巧})一∑f≈I，o]≤l。I≤
1‘J‘n f=1

而I (3)

反之，不等式(3)成立时，存在复数q，且
^

⋯=1，，=1，2，⋯，n，使：=∑竹
J=1

显然，定理1是定理2的特殊情形(n=2

时)，故下面仅证明定理2。
^

证明1设z=∑勺巧，其中I勺I=1，_『=1，
J=1

2，⋯，Tit。一方面，根据(1)式右边不等式
n ^ n

有I 2 I_I∑q≈I≤∑I％I=∑I≈l
J=1 ，=I J=l

另一方面，对任意确定的J}，(1≤七≤，1)，根

据(1)式左边有
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⋯=i∑％l=I cI勉+∑％l≥I cI钆I—
J=1 ，，‘I

∑嘴I=I礼I
J，‘●

^

≥2‰I一∑I≈
J=1

即l z I≥m跋[2．m野(J巧I)一∑I巧J，o]
l《J‘“ i=l

从而有不等式(3)。

证明2设不等式(3)成立，证明

z=∑CjX,j，其中I q I_1，-『=1，2，⋯，，l。
J=1

当忍=1时，结论显然成立。对忍≥2，考虑两

种情形。

情形1(TI．=2)，假设龙，，戈：，：满足不等式

(2)，当石，，茗：或中有一个为零时结论显然成立。

因此不妨假设菇。，菇：，z均不为零。由(2)得

I茹l 12一I戈2 12+I z
2

——丁^邛了广 ≤1
≤1

从而存在O≤a，卢≤兀使得

I石l I 2一I菇2 l 2+l z l
2

∞蛐。——i再1了广
sin卢=

I戈2 12一I菇1 12+i z 12——in习陌广
由sill2石+oos?茗=1得

Sln a=

厂-sin卢=赫
其中口=[(I菇1 I+I石2 I)2一I z 12][I z 12一(I髫1 I一
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l菇：I)2]≥o，因此

e“l菇l I+e—p I戈2 I=

[型甍箍掣+i矗佃㈦+
[堕蕞镐型一i《恼I㈦乩I【一一硎r叫芝l石：弧J㈨2 l。旧。
戈1=d1 I石1 I，菇2=d2 X2 I，==d3 z

其中I di I=1，歹=1，2，3，则有

z=d1 l彳l=e面d3 I戈1 I+e一妒d3 l戈2 l=e“

d3D1菇1+e一私d3d2戈2=C1菇1+C2X2

c1 I=I e"d3盈1 I=1

I C2 I-l e～d3d2 I-1

情形2(n≥3)，不妨设f戈1 I≥f菇2 I≥⋯≥

I‰I，则(3)式即变为

max[I菇，I一∑l巧I，o]≤l z I≤∑l巧l

设七是满足1≤七≤。n 2+1]且。≤砉I xj l-

则

i蚤I xi l-善。I≈I l≤I Z|≤蚤I xj I+』萎。l坼l，=1 』=I+l J=l ，2‘+1

(4)

由情形l知存在c7，，c72，1 c7，1 7，．『=l，2，使得

z=c7·蚤I巧⋯7，蚤，I_IJ=J J2⋯

从而 z=∑晒，I cJ l=1。
J2l

I n

另一方面，若I z I<∑l巧I一∑I巧I，那么
在(4)中令后≥2，再由k的定义，得

善l xj l一蚤lxjl 1<o≤I川<蚤1 l巧卜J萎。l巧i= i=k i。 J2I¨

∑k-1 I菇『I—l‰l<l z I+妻I巧l<壹I巧I善I巧I_㈠川<|引+f蚤1 I巧l<备I巧I，2l J一⋯ ，一‘

(5)

不等式(5)的左边是非负的，因此由情形1知

存在c71，C72，I c7J I=1，歹=1，2
n I一1

奎I巧I的最小整数，既然I巧I随着歹的增大而增
使I z f+J善。I巧f_c7t蚤I巧I+c72 f机

，2■+J J●

‘大，这样的k必存在，设 从而 名=∑眄，I勺I=1 证毕。

I “

1，=

∑I誓I一∑I巧I≤l彳I
i=1 J=^+1
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On the Generalization and Verification

of Triangle Inequality
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柚删：Based 0n恤comple]【nll五b盯triaIlgle inequity the thesis arrives at a 11ew ir删ty and a11．exceptional case d'n=2，also a
verifiea'dort trader general．aimation is put forward

in the thesis．
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