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试用导数法判断曲线的对称性+

左元斌
(盐城工学院工商管理学院，江苏盐城224003)

摘要：利用函数的奇偶性和导数的有关概念，推导了几个用导数的方法判断函数图象对称

性的结论，并通过实例验证了这些结论对判断一般曲线的对称；l生是方便可行的。
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利用导数不仅可以研究函数的单调性和凹凸性，而且可以判断函数图象的对称性。本文试图通过

几个结论的推导，介绍一种利用一阶导数或二阶导数是否是奇函数的方法，来判断和确定函数图象是否

关于某一直线对称或关于某一点成中心对称。

定理1若函数“石)在石=0处有意义，且一阶导函数存在，则函数／(茗)是偶函数的充要条件是：

一阶导函数厂(菇)是奇函数n1。

证明：

必要性：因为．厂(菇)是偶函数，且一阶导函数存在，所以厂(一菇)=f(菇)，而且厂(一戈)=

lira丛二羔上今皇上删：lira赵互二全要三趔：一lira丛羔二全委害丛型。令△f：一△戈，因△删 u菇 △删 “而 △删 一一*

为△石枷，所以△t枷。即厂(一戈)=一她赵旦生令掣=一厂(茹)。所以导函数厂(戈)是奇函
数，显然在石=0时，．尸(o)=0。

充分性：由一阶导函数．尸(戈)是奇函数，知厂(戈)=一厂(一z)，两边取积分有

I厂(x)dx=一I厂(一x)dx=I厂(一x)a(一戈)，即f(x)+c。=厂(一菇)+cz (1)

因为当省=0时，函数“戈)过点(o，f(O))，所以(1)式有f(O)+C，=f(O)+C。，即C，=C。，从而(1)式得

f(x)=．厂(一戈)，故函数八菇)是偶函数。
定理2若函数．厂(戈)过点(o，0)，且一阶导函数存在，则函数八菇)是奇函数的充要条件是一阶导函

数尸(菇)是偶函数。

证明必要性证法同定理1(略)，现证充分性：由题设厂(省)是偶函数，所以厂(一戈)=厂(菇)，两边

取积分l厂(x)dx=l厂(一x)dx=一I厂(一x)a(一戈)，则“菇)+C，=一f(一戈)+cz (2)

因为．厂(并)过点(0，0)，所以当戈=0时，厂(戈)=0，代X(2)式有C，=C：，此时对函数f(x)恒有：厂(菇)=

一八一菇)，故函数．“菇)是奇函数。

从定理1及其证明过程看出：导函数．尸(戈)为奇函数时，它的原函数簇Y=八菇)十C都是偶函数；而
定理2及其证明过程表明导函数．尸(菇)为偶函数时，它的原函数簇中只有过点(0，0)的一个原函数是奇

函数，其余均不是奇函数，它们可由过点(0，0)的奇函数Y=，(菇)加任意常数而得到。从定理1和定理2

的必要性我们还可得到如下两个推论：
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推论1若函数．厂(菇)为偶函数且二阶导函数存在，则其二阶导函数．尸(戈)也是偶函数。
推论2若函数．厂(菇)为奇函数且二阶导函数存在，则其二阶导函数厂(菇)也是奇函数。
作为以上结论在判断一般函数Y=．“茹)的图象对称性方面的应用，有如下二个判定定理：

定理3若曲线八茗)的一阶导函数厂(菇)存在，则曲线厂(菇)关于直线菇=粕对称的充要条件为

正7(t+粕)是关于t的奇函数，且t=0时，正7(粕)=0。

证明：令r(t)=八菇)一以菇o)，t=茗一菇o，则八菇)=r(t)+以茹o)，茗=t+髫o，在以D7(茹o，f(茗o))为
原点的坐标系中，曲线“茗)变为曲线丁(f)=以t+粕)一以石。)，且F(o)=0。由定理1知，函数2’(t)=

以t+茹。)一以石。)是t的偶函数(图象关于t=0对称)的充要条件是其导函数：瓦7=正7(t+茹。)(t+

Xo)7，=正7(t+髫。)是t的奇函数，且t=0时，r(0)=正’(菇。)=0。即函数厂(石)关于直线茗=戈。对称的

充要条件为正7(t+粕)是关于t的奇函数，且t=0时，正7(菇o)=0。

定理4若函数以茹)的二阶导函数厂(茗)存在，则曲线，(茹)关于点(互。，f(茹。))成中心对称的充要

条件为正”(t+粕)是关于t的奇函数，且t=0时，正”(菇。)=0。

证明：令T(t)=jFI(菇)一／-(茹o)，t=茗一茹。，贝Ⅱ／-(髫)=r(t)+JF．(茹o)，茹=t+菇o，即在以07(茗o，f(石。))

为原点的坐标系中，曲线以茹)变为曲线r(t)=，(t+茗。)一厂(粕)，当t=0时，r(o)=0，即函数r(t)过

点07(0，0)。因为正7=正7(t+菇o)(t+粕)7，=五’(t+粕)，而瓦”=正”(t-I-髫o)(t+粕)7，=五”(t+粕)。

由定理2知，函数T(t)=以t+龙。)一八粕)是奇函数(曲线r(t)关于点07(o，o)成中心对称)的充要条

件是r(t)为偶函数，再由定理l知，r(t)为偶函数的充要条件是r(t)=正”(t+Xo)为t的奇函数，且

t=0时，r(o)=工”(石。)=0，因此曲线以菇)关于点(菇。，以茹。))成中心对称的充要条件为正”(t+茗。)是

关于t的奇函数，且∥(茗o)=0。

根据定理3和定理4的结论，在函数，，=．厂(菇)的一阶导数或二阶导数存在的条件下，要判断一个一

般的曲线)，=以茹)是否关于直线髫=粕对称，只要令厂(菇)=0，解得‰，再把菇=t+石。代入厂(菇)得

五’(t+粕)，看正7(t+‰)是否是t的奇函数：如果是，则曲线，，=厂(茗)关于直线菇=髫。对称，否则曲线

y=“戈)不关于直线戈=戈。对称。

同样地，要判断一条曲线)，=f(并)是否关于其曲线上某一点成中心对称，只要令厂(戈)=0，解得

茗。，再把石=t+粕代入厂(茗)得∥(t+粕)，如果∥(t+Xo)是t的奇函数，则曲线)，=八菇)关于点(粕，

．厂(粕))成中心对称，否则曲线，，=八菇)不关于点(石。，八菇。))成中心对称。
1 ，。 ．．、2例1若肛，盯是两个常数，试判断函数以茗)=÷e节的对称性。
q 27t8

． ， 、2解厂(髫)=一告(茹一产)e节，令厂(茗)=o，解得膏。=∥，以茹=t+产代入厂(戈)，得厂(石)=
~／Z7c口’

． ．2尸(t+肛)=一古蠡B蒡，因为该式是关于t的奇函数，所以函数八髫)关于直线菇=∥对称。
~／：：7c盯。

注：例1所给出的函数为正态密度函数，以上解法可通过中学数学平移坐标的方法加以验证，它的

图象可参阅[21魏宗舒编著的概率论与数理统计教程P115页。

例2试讨论三次曲线以戈)=口3髫3+口2菇2+口1菇+‰的对称性。

解：厂(菇)=3a3石2+2口2髫+口1，厂(戈)=6a3菇+2a2。曲线不具有轴对称性，讨论略。

令厂(石)=o得髫。=一轰，以戈=t+粕=t一蠡代入厂(戈)，得厂(戈)=6口，(￡一最)+2口z 2 6a3t，

该式是t的奇函数，所以曲线，(戈)=a,t石3+a2石2+口，菇+口。关于点(一景，以一杀))成中心对称性。

结论在函数，，=八身)可导的条件下，利用一阶导数或二阶导数是否是奇函数的方法，来判断和确
定函数图象的对称性是方便可行的，正7(t+茗。)和正”(t+菇。)分别可以做函数Y=八茗)关于直线对称和

中心对称的判断式，其中粕是使五7(t+菇。)=0或彤(t+石。)=0的数。 (下转第78页)
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制作出数学方程式、数组等各种复杂的数学式子；

利用ACD／chemsketch工具可绘制化学工程式、反

应式与各种化学反应图表。

4．6利用Intemet上的资源

Intemet上的信息资源是一个巨大的金矿，有

条件的教师可通过它搜索下载信息，使我们的课

件制作少走弯路，提高档次。如美国的数学教育

站点(http：”WWW．math．arizona．edu／azmath)中的数

参考文献：

学教学课件资料琳琅满目，让人大开眼界。

5结语

以上制作CAI课件的方法，根据教学内容，制

作者的兴趣爱好，制作的设备和所占有的素材的

情况不同，还会有其它的表现形式。如能注意尝

试使用，灵活掌握，不仅能使您的课件制作变得得

心应手，也可以使得课堂教学效果大大提高。
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Elementary Introduction to Making CAI

TANG Pei—liul，MA Fei．妒
(1．Funing Normd School Ji锄铲u PIDvillc沱，Ji￡mgsu Funing 224400，PRC；2．ArchitectureⅨ萄睁liIlg and Research institute ofYaneheng
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Ahstrad：In order to bring thd advantages of CAI into play in teacbillg，the maker should do alot of pIq枷咖for a Cece of deborate
CAI schoolwork．At first，the maker should complete the CAI script ac00rdiI】g to the teac赫Ilg IeqlliIⅨDe鹏．And then choose 811 appmp-
riate tool，design the model and 80 Oil to raise woAa,lS efficiency At last，the maker should gather material for the CAI，够much鹊p∞-

sible In this way．the CAI 8cllcdwⅢk can be used lllOI_e usefially for class teachi．s．

Keywords：CAI；8chcolwork；a way of皿越19 CAI

(上接第72页)
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To Deduce The Synunetry of Curve by Derivative Method

ZUO Yuan-bin

(Industrial and Commercial ma_rmgement college of YancbeIlg Institute of Techndogy，Jian帮u Yanc慨 224003，PRC)

删：With the relevant concepts about paIit)r offunetlon and derivative，the paper is de商乎led t0 deduce several conclusions that湖
Ine_dmul℃the symmetry of general curve by derivative method， and teat and呻these conclusiom aIe convenient and workable tbr删曲
livillg a【ampl髑．
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