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摘 要：根据结构内力影响线定理提出了一个用程序计算刚架影响线的通用算法。编制了刚

架结构影响线的计算程序，可以方便快速地计算刚架与连续梁等结构的弯矩影响线和剪力影

响线，为工程结构的设计计算提供了方便。
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在桥梁和高架路等结构设计中，往往需要计

算结构在恒载与移动荷载共同作用下内力与变形

的最大值，作为结构强度与刚度条件设计的依据，

保证结构的安全可靠性。为了考虑移动荷载对结

构内力和变形的影响，应首先作出结构的内力与

变形的影响线。由此可确定结构的最不利荷载位

置，从而求出内力与变形的最大值，对于静定梁结

构的影响线，一般可用手算的方法完成，但对于刚

架等超静定结构，运用传统手算方法，相当繁复，

工作量太大［)］。本文利用结构内力影响线定理，

讨论了平面刚架影响线的计算原理及程序设计方

法，并编制了专用的结构影响线计算程序。与一

般大型结构分析程序比较，可以方便地计算刚架

与连续梁等结构的弯矩影响线与剪力影响线。对

考虑移动荷载作用的城市立交桥和高架路的受力

分析具有方便、快捷、准确等特点。

) 影响线程序计算原理

为了进行刚架结构影响线的计算，我们先编

制了刚架结构内力与变形分析程序。利用此程序

可以计算刚架结构在各种常见荷载作用下的内力

和变形。现以计算图 ) 所示刚架截面 ! 处的弯
矩影响线说明计算原理和方法。

为了得到精确的结构影响线，我们利用基于

功的互等定理的内力与变形影响线定理简称内力

影响线定理，把求 ! 处的内力影响线改换为求结

构的变形曲线，并作如下分析：根据内力影响线定

理，对于图 ) 所示刚架截面 ! 处的弯矩影响线，
可在原结构的 ! 处解除转动约束，使之成为一个
铰链。再在铰的两侧加上一对弯矩 "，并使两侧
截面的相对转角为单位值，这时，结构上各点相应

于与外力 # 方向上的位移曲线便是需求的截面
上的弯矩影响线（与单位荷载方向相反取为正）。

仅用普通结构分析程序，很难完成结构影响

线的计算工作，方便的方法是采用迭加原理来计

算［!］。如图 !所示结构的计算可分解为问题 )和
问题 !的迭加。问题 )解决的是把结构所有结点
刚固化（图 $）。计算出由于 ! 处这对弯矩（使 !
处截面两侧产生单位转角 . )）在杆两端产生的支
座反力和反力矩，并计算出此时杆件对应的位移

曲线。这可以编一段子程序来计算，问题 ! 是在
图 ) 所示的原结构上把由第 )个解计算出的约束
反力反向，作为结构的等效节点荷载作用到结构

上。利用普通的结构分析程序计算此时结构的内

力和变形。

将以上两个问题的变形迭加，便得到结构由

于在截面 ! 处产生单位相对转角时所产生的变
形。但现在从程序中得到的只是结构各结点在整

体坐标系中的结点位移，不是结构各杆件的变形

曲线。要得到结构完整的影响线，还应对前面的

程序进行适当的修改与补充。

在通常适用的影响线中，单位荷载是垂直于
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图 ! 双层双跨刚架
!"#$! %&’()*+,*-. ,&’()* /012 3"#", 4315*

图 " !#影响线计算原理

!"#$" 67* -1)-’)18"&2 03"2-"0)*
"24)’*2-* )"2* &4 !9

图 $ 将各结点刚固化
!"#$$ :)) 2&,*/ 3"#", 4";"2#

杆轴的，相应的位移曲线也应该是垂直于杆轴的

横向位移曲线。应通过坐标变换式"# % $"#，算出
杆件局部坐标系 % 方向的位移。完整的影响线
应是表示每根杆件上任意截面的位移曲线。刚架

中每根杆件的位移曲线（除了荷载作用的杆件之

外）是 !根三次曲线。它可由杆端的边界条件完
全决定。根据这 $次曲线的代数表达式，就可以
编制子程序算出任意截面的影响线值。从而得到

除截面 & 所在杆件之外其它所有杆件的影响线
曲线。对于截面 & 所在的杆件的影响线，则要在
这样的三次曲线上迭加第 !个解的位移曲线。

" 杆件位移曲线与影响线曲线的计算

" ’! 无荷载作用杆件的位移曲线与影响线计算
以图 & 所示刚架为例，推导其 () 杆的位移

曲线。已知各杆端位移与转角均由前面结构分析

程序算出。当梁上无荷载作用时，梁的挠度曲线

可写成如下 $次曲线。

!（*）+ ,’ *$ - .’ *" - /’ * - "’ （!）
式中：,’、.’、/’、"’ 为由边界条件确定的位移参
数。

图 & 杆件位移曲线示意图
!"#$& 67* /.*8-7 510 &4 ,"/0)1-*5*28

-’3<* )"2* &4 (13

将式（!）对 * 微分一次，得

!0（*）+ $,’ *" - ".’ * - /’ （"）
此杆件的边界条件为

!（’）% 1（"） !（ 2）% 1（(）

!0（’）% 1（$） !0（ 2）% 1（)） （$）
式中：1（"）、1（$）———分别为 () 杆 ( 端的竖向
位移和转角；

1（(）、1（)）———分别为 () 杆 ) 端的竖向位
移和转角。

将边界条件式（$）代入式（!）和式（"），联解后
可得此梁挠度曲线中的系数为：

,’ %［"1（"）* "1（(）+ 1（$）2 , 2 + 1（)）, 2］

.’ %
!
2"
［$1（(）* $1（"）* "1（$）* 1（)）, 2］

（&）
/’ %（$）
"’ %（"）
这里，1（"）、1（$）、1（(）、1（)）均为计算中的

结果，可由程序中自动取出。

考虑到通常单位荷载 3 % !的方向与局部坐
标 4 的正方向相反，从而可得到此杆件的影响线
曲线为：

%（*）+ 5（,’ *$ - .’ *" - /’ * - "’）（(）
当利用结构分析程序计算出刚架结构各杆

端的位移后，便可利用公式（(）计算除需求影响线
截面所在杆件外的其它各杆件的影响线曲线。

" ’" 需求截面内力影响线的所在杆件的位移曲
线与影响线计算［!］
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此杆件的位移是由前述的等效结点荷载产生

的位移与解除截面所求内力对应的约束后而产生

的位移的合成。即上述两个解的迭加。下面分别

讨论求弯矩影响线和剪力影响线时截面所在杆件

位移曲线与影响线的计算。

! !! !" 求截面 " 的弯矩影响线时该截面所在杆
件的位移曲线与影响线的计算

杆件如图 #（$）所示，在 " 处去除与弯矩 #%

对应的约束，换成一个铰。在铰的两侧加一对弯

矩 #，使截面两侧发生单位相对转角 & "。

图 # 求 #%所在杆件的位移

!"#$# %&’( &)* +",-./01213* &4 /..
5/’, *6/* !7 /--."1+

下面是计算此问题的内力和位移。先将 "
处的约束完全解除，加上一对未知剪力 $（如图 #
（’）所示）。此问题的广义载荷条件为!% (!%% &
"，变形协调条件为"% &"%%。由此可建立关于弯

矩 # 和剪力$ 为未知量的方程如下：
$&!
!"’ ( #&

"’ ) $*!
!"’ ( #*

"’ + "

$&)
)"’ ( #&!

!"’ + $*)
)"’ ) #*!

!"’

（*）

式中 ’ 为截面惯性距。
联解式（*），可得剪力 $ 与弯矩# 为

$ + *"’
,)
（* ) &）

# + +"’
,)
（*! ( &! ( *&）

（,）

考虑 -%和 "%. 杆的平衡，便可进一步求出
-.杆的支座反力 #-、$- 和 #.、$.。将这些支

座反力反向作用在原结构上，便成为求解截面 "
弯矩#%影响线的等效结点荷载。

利用结构力学中求位移的方法，可求得此杆

件在 $、# 作用下的位移曲线。

-" 段：#"（ /）& * / &
,)

/) ( &! / &* ( *!
,)

（0!/! &） （1）

". 段：#"（/）& * / &
,)

/) ( & / !*
,!

/! ( / / &

（ &!/!"）
将式（1）与式（"）相加，便得到求弯矩 #% 影

响线时 " 截面所在杆件的位移曲线。此杆件的
弯矩 #" 影响线曲线为

0（/）&（ / * / &
,)

/ 10）/) /

（
&! / &* / !*!

,)
( 20）/! / &0 / / *0 （0!/! &）

0（ /）&（ / & / *
,)

/ 10）/) /（ & / !*
,!

( 20）/! /

（ , ( &0）/ ( & / *0 （ &!/!"） （2）
式中：10、20、&0、*0由式（+）中给出。
综合考虑式（#）与式（2），即为弯矩 #" 的影

响线曲线方程。

! !! !! 求剪力 $% 影响线时 " 截面所在杆件位
移曲线与影响线曲线的计算

在求截面 " 的剪力 $% 影响线时，将截面 "
与剪力$%相应的约束去除，形成一滑动支承。在

其加上一对剪力 $，使杆件在截面 " 处产生单位
线位移!& "。（如图 *（$）所示）。

图 * 求 $所在杆件的位移
!"#$* %&’( &)* +",-./01213* &4

/.. 5/’, *6/* 8 /--."1+

与前述问题相似，计算此问题的内力与位移

时，先将 " 处的约束完全去除，加上一对未知弯
矩 #（如图 *（’））。此问题的广义载荷条件为

"% ("%% & "，变形协调条件为!% &!%%。由此可建

立截面 " 处关于剪力 $ 与弯矩 # 为未知量的方
程：

$&)
)"’ ) #&!

!"’ ( $*)
)"’ ( #*!

!"’ + "

$&!
!"’ ) #&

"’ + $*!
!"’ ( #*

"’

（"0）

联解式（"0）可得截面 " 的剪力与弯矩为：

$ + "!"’
,)

# + *"’
,)
（ & ) *）

（""）

考虑杆件的平衡，可算出杆件的支座反力与
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求剪力 !!影响线的等效结点荷载。利用结构力

学求位移的方法，可得此杆件在 !、" 作用下的
位移曲线：

#$ 段：!"（%）# $ %
&&
%& ’ &

&&
%% （( ) % ) ’）

$( 段：!"（%）# $ %
&&
%& ’ &

&%
%% $ &

（ ’ ) % ) &） （"%）
将式（"%）与式（"）相加，便得到求剪力 !! 影

响线的 $ 截面所在杆件的位移曲线。
此杆件的剪力 !$ 影响线曲线为：

)（%）#（ %
&&

$ *(）%& $（
&
&%

’ +(）%% $ ’( % $ ,(

（( ) % ) ’）

)（%）#（ %
&&

$ *(）%& ’（
&
&%

’ +(）%% $ ’( % $

,( ’ & （ ’ ) % ) &） （"&）
式中：*(、+(、’(、,(由式（*）中给出。
综合考虑式（+）与式（"&），即为剪力 !$ 的影

响曲线方程［* , +］。

& 计算实例

根椐以上讨论的结构影响线的计算原理和算

法，我们编制了刚架结构影响线的计算程序。此

程序的解题步骤为：输入基本数据与单元信息及

计算影响线的广义荷载信息!形成结点总荷载矩
阵!形成结构整体刚度矩阵!引入边界条件修改
整体刚度矩阵!解方程，求位移，求内力!计算各
杆的影响线曲线。利用此程序可以快速得到刚架

某截面的内力或变形的影响线时各杆的影响线曲

线。下面以实例分析。

例 "：一两跨刚架如图 -（.）所示，已知各柱的
截面积为 #" # ( - " / ( - " # ( - (" 0%，惯性矩 ." #
1 -&& / "(2 0*，各梁的截面面积 #% # ( - (2 / ( - " #
( -((2 0%，惯性矩 .% # + / "(2 0*，材料的弹性模量

$ # %(( / "(2 34 5 0%。求图示 / 的弯矩 "’ 和剪

力!’ 的影响线。

（*）结构示意图 （ +）"/ 影响线 （ ’）!/ 影响线

（.）63789: 0.; <= >8?@98@?7 （A）BC=D@7C97 DEC7 <= "’ （9）BC=D@7C97 DEC7 <= !’
图 - 刚架计算示例

!"#$- %&’ ’()*+,’ )-./0 0&’ 1./20"2# .3 4"#"5 34)*’

将已知数据、单元信息和广义荷载输入数据

文件中，上机运算。可得到各杆件相应的影响线

曲线和杆件各截面的影响线值，图 -（A）为 "’ 影

响线曲线，图 -（9）为 !9 影响线曲线。各杆的的

弯矩 "9影响线曲线方程（单位：34·0）和剪力影
响线方程（单位：34）见表 "。

表 " 计算结果汇总表
%)-,’ " %&’ 6/**)4"7"2# 61&’5/,’ .3 1),1/,)0’5 4’6/,0

杆件 内力 曲线方程

"
0FG

0HG

0FG # % -+*1 / "($ & %& $ " -2"1 / "($ % %%

0HG # $ % -(*& / "($ & %& ’ & --(&%"($ * %%

%
0FG

0HG

0FG # + -*2" / "($ & %& ’ % -&II / "($ % %% $ - -"2* / "($ & % $ 2 -++& / "($ + （* $ ’段）
0FG # + -*2" / "($ & %& ’ % -&II / "($ % %% $ " -((-% ’ * -(( （ ’ $ +段）
0HG # * --"1 / "($ & %& $ ( -(*%% $ ( -(I+% $ + -22% / "($ + （* $ ’段）
0HG # * --1" / "($ & %& $ ( -(*%% $ I -+(1 / "($ % % ’ ( -IIII （ ’ $ +段）

&
0FG

0HG

0FG # $ + -(I+ / "($ & %& ’ " -*&1 / "($ % %%

0HG # $ & --*2 / "($ * %& $ 2 -%I+ / "($ & %&

*
0FG

0HG

0FG # $ & --I2 / "($ & %& ’ * -*&2 / "($ % %% $ ( -"&(% ’ " -""" / "($ *

0HG # $ % -++& / "($ & %& ’ % -2-" / "($ % %% $ 2 -1&* / "($ % % ’ 1 --%2 / "($ +

+
0FG

0HG

0FG # % -+*- / "($ & %& $ " -2"1 / "($ % %%

0HG # % -*-" / "($ & %& $ " --*2 / "($ % %%

（下转第 %1页）
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出时效性影响打入桩承载力的原因，结合实例，通

过分析成桩后不同时期相同桩的承载力数据，给

出盐城市区的打入桩的合理测桩时间。
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（上接第 (页）
为了验证本程序计算的可靠性，我们又根据

影响线的的基本定义，将单位荷载 ! T ! 依次作
用在刚架杆件的若干个截面上，调用普通程序计

算了 " 截面的 #K 和 $K 值。与本影响线程序计

算的 #K和 $K影响线进行了对比，其结果完全一

致。
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