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摘 要：广义特征值问题 !" %!#"（!、# 是$ 阶方矩阵）的并行处理是大规模科学与工程计
算中的基础问题之一。迄今为止，国内外学者对该问题的研究多集中于对称矩阵广义特征值

问题的并行处理，并形成多种算法和相应软件。而非对称矩阵广义特征值问题并行处理的研

究相对进行得较少。介绍作者等人近几年来在非对称广义特征值问题并行处理方面的一些

工作。它包括：&’算法的并行化，并行拟 %()*+,*-.算法及并行同伦数值方法等。
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广义特征值问题的并行处理在大规模科学与

工程计算中占有重要地位。近 0#多年来，该问题
的研究已引起国内外学者的普遍重视。“八五”期

间，周树荃、邓绍忠、曾岚等人结合“银河”系列和

“神州”系列对对称矩阵广义特征值问题的并行处

理进行了系统而又深入的研究。他们的工作包

括：并行子空间迭代法［0］，并行保域行列式查找

法［!］，并行保域多分法［$］，并行 (6( 子空间迭代
法［"］，并行 (6(向量迭代法［5］和并行 (6(789.:;<=
方法［2］。“九五”期间，在周树荃教授的领导下，作

者等人结合国内的“>?9,,*.@* 8”并行系统和“A9+7
9,,*, B5”并行系统对非对称广义特征值问题的并
行处理进行了一些研究。本文主要介绍作者等人

在这方面的一些工作。第 0节介绍 &’算法的并
行处理，第 !节介绍拟7()*+,*-.算法的并行处理，
第 $节则介绍并行连续同伦算法和并行同伦7行
列式算法。

0 &’算法的并行处理

&’算法 0B3$年由 >C6CD<,*+和 ECFC GH*I9+H
提出来的，它是公认的计算非对称广义特征值问

题 !" %!#"（!，# 为实矩阵）的有效串行算法，我
们对 &’算法作了并行化处理，&’算法的并行化
包括约化过程的并行化和迭化过程的并行化，下

面予以介绍。

0 C0 约化过程
（0）并行计算&0! % !0，&!!0 % !!，⋯，&’ 4 0

!’ 4 ! % !’ 4 0 % !(，

&0# % #0，&!#0 % #!，⋯，&’ 4 0 #’ 4 ! % #’ 4 0

% #(。
（!）对 ) % 0，!，⋯，’ 4 !，进行以下运算：

9C 选择 &)(去零化 *() J 0，)，*() J $，)，⋯，
*(’，)；

)C并行计算 &)(# % #+，&)(! % !+；
:C用 , % ,’⋯,) J !右乘 #(将 #+恢复为上

三角阵。

KC计算 !+,，#+,。
0 -! 迭代过程
对 !)，#)，) % 0，!，⋯，!0 % !，#0 % #，
（0）选择原点位移序列｛")｝，) % 0，!，⋯
（!）选取 &)，使 .) % &)（!) 4")#)）为上三角

阵。

（$）选取 ,)，使 #) J 0 % &)#),) 为上三角阵。

（"）计算 !) J 0 %")#) J 0 J .),)

（5）收缩
在并行 &’ 算法［3］的实际实施过程中，我们

主要考虑了约化过程的并行化和迭代过程收缩时

的并行化，在约化过程中我们将第 !步中 * 部分
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的运算作适当的合并，这样做是为了加大第 !步
! 部分矩阵的运算量，从而有利于 ! 部分的并行
运算。对 "#!阶和 $%&阶的随机稠密矩阵对（"，
#），’()**+,-+ .并行系统上的数值试验结果表明：
当处理机台数为 !和 %时，并行 /0算法的效率尚
好。但当处理机台数为 1时，并行 /0算法的效率
不高。

! 拟 $23+4*+5,算法的并行处理

#61"年和 #617 年 89 :9 ;<+=)4<［1］和 >9 ? 9 2@
3+4*+5,［6］分别著文研究非 A+4B5<+矩阵的标准特征
值问题的并行拟 $?)CD35算法。#616年 ? 9 >9 ’()4*5@
+4和 >9E), FDD4+,［#&］以文［1］的工作为基础，提出
求解非对称广义特征值问题的并行拟@?)CD35算法
（简称 ’@E 算法），我们以文［6］的工作为基础，提
出求解非对称广义特征值问题的并行拟@23+4*+5,
算法［##］，下面对串行拟@23+4*+5,算法及其并行化
予以介绍。

! 9# 串行拟@23+4*+5,算法
"，#!%& G &，’()!（&，H I）
起始：* J +，, J +
对 - J #，!，⋯& K #，. J - H #，- H !，⋯&
如果B)L｛M /.- M，M !.- M｝N ’()
计算内旋转 0-.（(，1），0-.（ 2，)）
计算 " J 03

-.（(，1）"03
-.（ 2，)）

# J 03
-.（(，1）#03

-.（ 2，)）
% J ,0-.（(，1），, J ,0-.（ 2，)）

最终 " K!# J ,3（4 K!5）,，4，5 为上三角阵。
! 6! 并行拟 $23+4*+5,算法：

O9主元对的选取
第一步为：（#，!），（P，%），⋯（ & K #，&）以下的

& K !步按映射 #"#，!"%，%"$，⋯ &" & K #，& K
#"& K P，7""，""P，P"!来组织。

Q9单个时间区间步的计算
设第 - 个时间区间步的主元对为（7#，8#），

（7!，8!），⋯（79，89）
（#）同时计算
:（7#，8#），:（7!，8!），⋯:（79，89）
;（7#，8#），;（7!，8!），⋯;（79，89）
（!）同时计算
":（7#，8#），":（7!，8!），⋯":（79，89）
#;（7#，8#），#;（7!，8!），⋯#;（79，89）
（P）并行组装
":（7#，8#），:（7!，8!），⋯:（79，89）J "<

#;（7#，8#），;（7!，8!），⋯;（79，89）J #<
（%）同时计算
:3（7#，8#）"<，:3（7!，8!）"<，⋯:3（79，89）

"<
;3（7#，8#）#<，;3（7!，8!）#<，⋯;3（79，89）

#<
（"）并行组装:3（79，89）⋯:3（7#，8#）"<

;3（79，89）⋯;3（7#，8#）#<
当一个时间区间步的运算全部完成以后，则转入

到下一个时间区间步进行运算。

对阶数为 $%& 的随机稠密矩阵对（ "，#），
’()**+,-+ .并行系统上的数值试验结果表明：并
行拟 $23+4*+5,算法具有并行效率高（当处理机台
数为 % 和 1 时并行效率分别为 16 6 &1= 和
1P 611=）和收敛速度快（同 %$, 算法相比）的特
点。

P 并行同伦数值方法

同伦方法是 7&年代开始发展起来的求解非
线性问题的数值方法。由于它具有内蕴并行性和

大范围收敛的特点，因而容易实施并行计算。同

伦方法用于代数特征值问题的研究始于 1& 年代
中期，而该方法的并行化处理则始于 6#年［#!］，其
后国外在这方面的工作主要集中在对称矩阵的标

准特征值问题。而在近几年我们则将同伦方法用

于非对称广义特征值问题的并行处理上，提出了

并行连续同伦算法［#P］和并行同伦行列式算法［#%］

下面予以介绍。

P 6# 并行连续同伦算法
;<+R# 用 ( 台处理机分别求子问题 "## > J

!###>，"!!# > J!#!! >，⋯ "((> J!#((> 的所有特
征值（可分别执行串行 /0 算法）这样也求出了
?> J!#>的所有特征值。

;<+R! 对已求出的 ?> J!#> 的特征值分 (
类用 ( 台处理机分别进行反迭代求出其相应的特
征向量。反迭代的公式为：

@A ! B&，对 - C #，!，⋯
解方 程 组（ ? K "#）#

（ -） J #@（ - K #） @（ -） J
#（-）

##（ -）#I

;<+RP 以第 #，!步中求出的 ?> J!#> 的特
征对及 D J &作为初始点，分 ( 类用 ( 台处理机分
别执行追踪算法（追踪算法见文［#P］）直至求出

"> J!#>特征对。
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! !" 并行同伦 "行列式算法
#$%&’ 求出 #$ (!%$ 的特征值（# 为初始

矩阵），可将此问题分成 & 个子问题 ’’’ $ (!%’’

$，’""$ (!%"" $，⋯ ’&&$ (!%&&$，用 & 台处理机
对 & 个子问题对应执行 )*算法，从而求出 #$ (
!%$ 的特征值。

#$%&" 以第 ’步中求出的 #$ (!%$ 的特征
值以及 ( ( +为初始点，分 & 类分别进行同伦曲线
追踪（追踪算法见文［’,］）直至求出 ’$ (!%$ 的特
征值。

这两种算法都在 -./00%12% 3多处理机系统上
进行试算，对于 ’+",阶的随机矩阵对（’，%），当
使用 "台，,台和 4台处理机时，这两种算法的并

行效率都分别超过了 54)，5’)和 46)，它表明
并行连续同伦算法和并行同伦 "行列式算法高度
的并行性。

, 结语

以上简单介绍了我们在非对称广义特征值问

题并行处理方面的一些工作，上述算法都是在具

有共享存储的 -./00%12% 3并行系统上实现的。由
于某些原因，上述算法未曾在分布式并行系统上

试算，另外，各种算法相应程序的进一步优化，以

及其它一些求解非对称广义特征值问题的高效并

行算法都有待我们作进一步的研究和探索。

谨以此文纪念周树荃教授。
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