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摘 要：用统一的量子积分形式表示量子力学计算中常见的积分，采用蒙特卡罗方法并将诸

积分在同一循环中并行计算，提高了计算效率和计算结果的稳定性。
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在分子设计、材料模拟、纳米力学等理论和应用领域，量子力学计算占有越来越重要的地位，而量子

力学计算的低效率一直是人们试图解决的关键问题。本文的工作是探索性的，用统一的量子积分形式

表示量子力学计算中常见的积分，采用蒙特卡罗方法并将诸积分在同一循环中并行计算，提高了计算效

率和计算结果的稳定性。

& 量子积分［&］

量子力学多体问题的量子化学方法中，经常需要计算
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式中希腊字母!、"、#、$表示量子数，阿拉伯数字 &、!表示电子，&&!表示两电子间的距离，%!（&）等表示
单电子波函数。我们把上式叫做量子积分。

采用原子轨道线性组合（/0%(）波函数’" # # ’!"%" ，闭壳分子的 1234355 + 6789方程为
!" # $"% （!）

式中 ! 为 6789矩阵、$ 为交叠矩阵、% 为分子能量对角阵。!、$ 的矩阵元用量子积分的形式分别表示
为
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量子积分为三重积分和六重积分，网格式数值积分的效率较低，且存在积分的不稳定问题，采用蒙

特卡罗积分有相对优势。

! 蒙特卡罗积分［!］

蒙特卡罗方法是一种使用普遍的随机方法，它运用随机数字和统计方法研究问题。蒙特卡罗积分

的最基本的方法就是由定积分的定义"
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其估值的不确定度! ( " )$ !!& * " )$ ! ，对于高维积分也适用。网格式数值积分估值的不确定度约
为 ! $ % ) +（+ 为维数）。可见，当维数 + 大于 #时，蒙特卡罗积分估值的不确定度小于网格式数值积分估
值的不确定度。量子积分采用蒙特卡罗方法优于网格式数值积分方法。

& 量子积分的蒙特卡罗模拟

量子积分的积分变量的变化范围为（’，(），进行蒙特卡罗方法模拟时可以采用截断半径法。例

如，要求积分!
,-

’
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")’ "%!" 间的误差小于"应取 ,- %［*+（" ) %"）］" )%。实际模拟时，,- 不宜

取得太大，适当的 ,- 取值可通过模拟试验获得。图 "为截断半径选取的数值模拟结果：图 "（,）是积分
误差—截断半径曲线；图 "（-）是积分函数曲线。由图可见，随着截断半径的增大，积分结果的涨落增
大，截断半径取 & . #为宜。由此可以估算出"约为 "’$ / . "’ $ 0。通常蒙特卡罗模拟的 ! 取值约为 "’#

. "’1，!约为 "’ $ % . "’ $ &。因此，截断半径选取产生的误差是可以忽略的。当然，还要注意 ! 的取值
也不是越大越好，这与随机数函数性质很有关系，模拟时也先作随机数函数的统计性质分析。

图 " 截断半径选取的数值模拟结果
!"#$" %&’()* +, -(.&/"01) ’".()1*"+- +, 0(* $ +,, /12""

由于 2,343)) $ 5678方程中各矩阵的元素可以用统一的表达式式（"）计算，因此，各矩阵元的计算程
序具有相同的结构。在我们的模拟中，将各矩阵的元素计算在同一循环中并行计算，大大提高了计算效

率，同时减少了蒙特卡罗模拟的统计涨落。图 % 为用 2,343)) $ 5678方程计算所得的氢分子能量（.）9氢
原子距离（ /）曲线：图 %（,）为在不同的循环中计算量子积分的计算结果；图 %（-）为在同一循环中计算量
子积分的计算结果。图中物理量采用原子单位（,: ; :）："长度原子单位为 $’ < / 0%="00 > "’$ ""?，"能量
原子单位为 .$ < # 0&/=@" > "’$ "@A得到图 %（-）所需的时间仅为得到图 %（,）所需时间的 1@B。

# 结论

（"）将量子力学计算中常见的积分用统一的量子积分形式表示，为采用蒙特卡罗方法并将诸积分在
同一循环中并行计算提供了基础。

（%）研究了截断半径对积分的 C6+4) D,3*6模拟的影响规律，发现截断半径选取是影响 C6+4) D,3*6模
拟结果稳定性的次要因素。

（&）用 2,343)) $ 5678方程计算氢分子的能量，采用将诸积分在同一循环中并行计算与用将诸积分不
在同一循环中并行计算的结果比较说明，前者在计算效率和稳定性上都大大优于后者。
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图 ! 用 "#$%$&& ’ ()*+方程计算氢分子能量
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