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摘 要：给出了罗尔定理的广义形式，将其推广到任意区间、任意端值上，讨论了两例特殊函

数的零点。
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罗尔定理是微分学中的一个基本定理，它基

于费尔玛定理。由罗尔定理可导出著名的拉格朗

日中值定理［& - +］。本文将罗尔定理推广到任意区

间和任意端值上，并利用罗尔定理的广义形式讨

论了两例特殊函数的零点。

& 基本定理

以下的四个定理是共知的。

定理 & （./0123 定理）

若 !（ "）在 某 区 间 内 点 # 处 达 到 极 值，且

!$（ #）存在，则 !$（ #）4 #
定理 ! （5677/ 定理）

若 !（"）在［%，&］上连续，在（ %，&）上可导，且

!（ %）4 !（ &），则 必 存 在 一 点 #"（ %，&）满 足

!$（ #）4 #
定理 + （82902:9/ 定理）

若 !（"）在［%，&］上连续，在（ %，&）上可导，则

必存在一点 #"（%，&）满足 !$（ #）4 !（&）* !（%）
& * %

定理 , （;20<6=> 定理）

若 !（"）在［ %，&］上可导，且 !$（ %）·!$（ &）?
#，则必存在一点 #"（%，&）满足 !$（ #）4 #

由定理 , 可得到如下的推论：

推论 & 若 !（"）在区间 ’ 上可导，且 !$（"）处

处不为 #，则 !$（"）在 ’ 上保持同号。

! 广义罗尔定理

在本节中给出任意区间、任意端值上的广义

罗尔定理，主要有以下的一些结果。

结论 & 若 !（ " ）在（ %，& ）上 可 导，且

7@1
"#% A

!（"）4 7@1
"# & *

!（ "），则 存 在 #"（ %，&）满 足

!$（ #）4 #。

证明：设对任意 ""（%，&），!$（"）$#，则由推

论 & 知 !$（"）在（ %，&）上同号，不妨设 !$（ "）B #，

则 !（"）在（%，&）上严格单调增加，这与

7@1
"#% A

!（"）4 7@1
"# & *

!（"）矛盾，故存在 #"（ %，&）满足

!$（ #）4 #。

结论 ! 若 !（"）在（%，AC）上可导，且

7@1
"#% A

!（"）4 7@1
"# AC

!（ "），则存在 #"（ %，AC）满足

!$（ #）4 #
结论 + 若 !（ "）在（ *C，&）上 可 导，且

7@1
"# *C

!（"）4 7@1
"# & *

!（"），则存在 #"（ *C，&）满足

!$（ #）4 #
结论 , 若 !（"）在（ *C，AC）上可导，且

7@1
"# *C

!（"）4 7@1
"# AC

!（"），则存在 #"（ *C，AC）满足

!$（ #）4 #
结论 " 若 !（"）在（%，&）上可导，且

7@1
"#% A

!（"）4 7@1
"# & *

!（"）4 AC（或 *C），则存在 #"

（%，&）满足 !$（ #）4 #
结论 ) 若 !（"）在（%，AC）上可导，且

7@1
"#% A

!（ "）4 7@1
"# AC

!（ "）4 AC（或 *C），则 存 在

#"（%，&）满足 !$（ #）4 #
结论 ’ 若 !（"）在（ *C，&）上可导，且
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!"#
!! $%

"（!）& !"#
!! # $

"（ !）& ’%（或 $%），则存在 $"
（%，#）满足 "%（ $）& (

结论 ) 若 "（ !）在（ $%，’%）上可导，且

!"#
!! $%

"（!）& !"#
!! ’%

"（!）& ’%（或 $%），则存在

$"（&，#）满足 "%（ $）& (
结论 *、+、,、-、.、/、) 的证明同结论 0 类似。

结论 1 若 "（!）在（&，#）上可导，且

!"#
!!& ’

"（!）（或 !"#
!! # $

"（ !））不存在，则 "%（ !）在（ &，#）

上必有无穷多个零点。

证明：不妨设 !"#
!!& ’

"（ !）不存在，对任意 $"
（&，#），设在区间（&，$）上 "%（ !）#(，则 "%（ !）在

区间（&，$）上同号，不妨设 "%（ !）2 (，则 "（ !）在

区间（&，$）上为增函数，因而 !"#
!!& ’

"（ !）必存在，这

与已知矛盾，故在区间（ &，$）上必存在 $0 满足

"%（ $0）& (，对区间（&，$0）施以同样的过程知存在

$*"（&，$0）满足 "%（ $*）& (，重复上述过程，则必

存在序列 $’，’ & 0，*，⋯，$’! &，且 "%（ $’）& (，于

是结论得证。

结论 0( 若 "（ ! ）在（ &，# ）上 可 导，且

!"#
!!& ’

"（!）（或 !"#
!! # $

"（ !））不存在，则对任意实数 (，

存在无穷多个 !’"（&，#），满足 "%（!’）& (
证明：构造函数 )（!）& "（!）$ (!，对 )（!）利

用结论 1 可得结论 0(。

+ 应用

举二例说明上述结论的应用。

例 0 设 )（!）在（(，’%）上可导，且知 ($ )

（!）$
!

0 ’ !*
($ !$ ’%，*（ !）& )%（ !）$

0 $ !*
（0 ’ !*）*，则 *（!）在（(，’%）上至少有一个零点。

证明：引入 "（!）& )（!）$ !
0 ’ !*

，显然

!"#
!!( ’

"（ !）& (，!"#
!! ’%

"（ !）& (，且 "%（ !）& *（ !），由

结论 * 知：必存在 $"（(，’%）满足 "%（ $）& (，即

*（!）在（(，’%）上至少有一个零点。

例 * 设 "（ !）& 3"4 0
! ，则对任意正整数 ’，

"（’）（!）在（(，0）上存在无穷多个零点。

证明：由于 !"#
!!( ’

"（ !）不存在，故 !"#
!!( ’

"（ !）不存

在，类似地，!"#
!!( ’

"（’ $ 0）（!）不存在，由结论 1 知

"（’）（!）在（(，0）上有无穷多个零点。
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