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摘 要：从拓扑度理论的角度给出了代数基本定理的证法。
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代数基本定理断言：任何一个 ! 次多项式 "
（ #）3!# #! 4!, #! / , 4⋯ 4!! / , # 4!!（!!"#）在复
平面上至少有一个根，或者：任何一个 ! 次多项
式在复平面上有且只有 ! 个根（! 根就算作 ! 个
根）。代数基本定理的证明方法比较多，一般的方

法是采用复变函数的方法［, 5 !］，张筑生［0］和 6 7 87
米尔诺［1］给出了拓扑的证明方法，本文用 %&’()*&
度的理论给出它的一个拓扑证法。

, 预备知识［"］

定义 , 设" 为 $! 中的有界开集，%# &!

（$"，$!），’#$!，’% %（&"）。定义映射 % 在"中
关于 ’ 点的 %&’()*&度9*:（ %，"，’）如下：
当 ’ 是 % 的正则值时，让

9*:（ %，"，’）3 ’
(# %/,（ ’）

;:<)%（(）

当 ’ 是 % 的临界值时，取 ’, 是 % 的正则值，
满足 (’, / ’( = # 3 9>?@（’，%（&"）），并让
9*:（ %，"，’）3 9*:（ %，"，’,）。

定义 ! 设"为$! 中的有界开集，%#&（$"，
$!），’#$! A %（&"），让 %,#&!（$"，$!），使得

;(B
(#$"
( %（(）/ %,（(）( =# / 9>?@（’，%（&"））

定义 % 在"上关于 ’ 点的 %&’()*&度为
9*:（ %，"，’）3 9*:（ %,，"，’）

定理 设" 是 $! 中的有界开集，%#&（$"，
$!），%&’()*&度9*:（ %，"，’）具有如下重要性质：
（,）（切除性）设 * 是$" 中的闭集，且 ’% %

（+），则

9*:（ %，"，’）3 9*:（ %，" A *，’）
（!）（C&’<*DE*&存在性定理）当 ’% %（$"）时，

9*:（ %，"，’）3 #，因此，若9*:（ %，"，’）"#，则方程
%（(）3 ’，当"内存在解的。
（0）（F’><DG&*H%’IJ定理）设 %，,#&（$"，$!），

且当 (#&"时，’ 不在 %（ (）与 ,（ (）所在的线段
上，则9*:（ %，"，’）3 9*:（,，"，’）。

! 引理

引理 , 设"为 $! 中的有界开集，%，,#&
（$"，$!），并且当 ( #&" 时，( ,（ (）( =

( %（(）(，证明：
9*:（ % 4 ,，"，’）3 9*:（ %，"，’）
证明：显然 ##$! A %（&"）且 % 4 ,#&（$"，

$!），当 (#&"时，#) -),时
-（ %（(）4 ,（(））4（, / -）%（(）3 %（(）4 @:（(）" #
否则，存在 (##&"时有（ % 4 @:）(# 3 #
则( %（(#）( 3 -(,（(#）(，与假设矛盾。

从而当 (#&"时，#不在 %（ (）与 ,（ (）所连
接的线段上，则 F’><DG&* / %’IJ定理知，9*:（ % 4 ,，

"，’）3 9*:（ %，"，’）。
引理 ! 设 % K $! &*$! 定义为 %（ #）3!#!

（!"#），其中 . 是复数。证明：9*:（ %，/,（#），!）

3 !。
证明：显然 ##$! A %（&/,（#））

则 ;G&9定理和 % 的连续性，在 #的某一个充
分小邻域里取 % 的正则值 ’"#，使 ’% %（&/,
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（!）），则有
"#$（ !，!，!）% "#$（ !，!，"）

易知"#$ % " 在 %&（!）内有 $ 个解 #&（ & ’，#，
$）
设"#$ % "（ ’，(）( &)（ ’，(），因为"#$ 为解析函
数，所以

!*
!’ %!)

!(，
!*
!( % )!)

!’
从而 ! 的 *+,-./行列式

+!（’）%

!*
!’

!*
!(

)!*
!(

!)
!’

% !*
!( )’

0

( !)
!( )’

0

由于 ""!，则 +!（ #&）1 !2
从而

"#$（ !，!，!）% "#$（ !，!，"）%

#
#&$ !)&（ "）

+!（ #&）% $ 2

3 证明方法

在引理 &中，设 ,$ % ,0，!（ #）% -! #$，.（ #）%
-，#$ ) & (# ( -$ 2

由于 4/5
#%6

!（ #）
.（ #）% 6，

所以，当 7 # 7 充 分 大 后，&.（ #）& 8
& !（ #）&
取! %｛#$,0 ’ 7 # 7 8 /，/ 充分大｝，则 !’ !

（!!）且 #$!!时，&.（ #）& 8 & !（ #）&。
则引理 &，得

"#$（ ! ( .，!，!）% "#$（ !，!，!）
由于当 #$0 %｛#$,0 &( 7 # 7( /｝时，!（ #）

"!
所以，由切除性及引理 0 知，"#$（ !，!，!）%

"#$（ !，%（!），!）% $，即"#$（ ! ( .，!，!）% $ 2
由 9:-;#,<#: 存在性定理，1（ #）% !（ #）(

.（ #）在! % %/（!）内至少有一解，从而 1（ #）在 2
上至少有一根。
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