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摘 要：以复摆与弹簧摆构成的复合摆为例，在一定简化条件下推导出了小阻尼简谐激励

!"#$%&’ 方程，研究了小阻尼简谐激励 !"#$%&’ 方程周期解的稳定性，讨论了的影响 !"#$%&’ 方

程周期解稳定性的因素。
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. 物理模型

考虑如图 . 所示的复摆与

弹簧摆构成的复合摆。

复摆的质量 !，转动惯量

为 "，质心到转轴的距离为 #。

弹簧摆摆块质量为 $，弹簧的

原长为 %*，倔强系数为 &，摆块

所受粘滞阻尼力阻尼系数为

’。摆块沿复摆直杆运 动，接

触面设为光滑，且设 ! 远大于

$。

( 系统运动微分方程

描述系统的运动用摆块到

转轴的距离 % 和复摆直杆与铅垂线的夹角!。根

据拉格朗日方程，可以求得系统的运动微分方程

为：
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由于假设 ! 远大于 $，不计摆块对复摆的科氏

力，且利用小角近似，式（(）可写成：

（" 4 $+(）(! 4 ,! 8 * （+）

式中 , 8 !*-。上式在初如条件!（*）8"，)!（*）

8 * 下的解为

! 8 "567（#.） （)）

将式（)）代入式（.），利用 567!".，并令式（.）

写成：
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式中( 8#.，& 8 & :$#( 1"( :(，’ 8*:(%*（* 8

"(#( :(），%8 ’ :($，)8 (*:#(，$ 8 % 1 %* 4 $* : &
4*。上式是有阻尼和简谐激励的 !"#$%&’ 方程。

+ !"#$%&’ 方程周期解的稳定性

用摄动法研究齐次 !"#$%&’ 方程周期解稳定

性边界的方法和结果可参考文献［(］。我们研究

了非齐次 !"#$%&’ 方程周期解稳定性边界特点，发

现与非齐次 !"#$%&’ 方程周期解稳定性边界有差

异。现将主要结论概述如下。

当&8 * 时，系统作+周期运动的稳定条件

是

&（’）8 1’(（( 1):&）:) 4 /（’+） （/）

+周期解为
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当&8 . 时，系统作 (+周期运动的稳定条件是
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!!周期解为
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当 ! " ! 时，系统作周期运动的稳定条件是
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!!周期解为
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- 4567*89 方程稳定性的影响因素

由式（.）、式（,）及式（23）可知，系统周期解稳

定性取决于"、#、$、%、5 和 : . 个参量，其中"、#和

%是描述系统本征特性的物理量，#、5 和 # 是由

初始条件决定的物理量。因此，影响 4567*89 方程

稳定性既与内部因素有关，以与外部因素有关。

4567*89 方程的稳定区域如图 ! 所示。图 !
（5）是% " 3，# " 3 条件下 4567*89 方程的稳定区

域；图 !（:）是%" 3;2（&" 3 或&" 2），%" 3; 32（&
" !），#" 3 条件下 4567*89 方程的稳定区域；图 !

（&）是%" 3;2（&" 3 或&" 2），%" 3;32（&" !），#$
&"#$ # " 2 条件下 4567*89 方程的稳定区域；图 !

（<）是%" 3;2（&" 3 或&" 2），%" 3;32（&" !），#$
&"#$ # " % 条件下 4567*89 方程的稳定区域。

比较图 !（5）和图 !（:）可见，在#" 3 条件下，

增大%使 4567*89 方程的稳定区域增大；比较图 !
（:）和图 !（&）及图 !（<）可见，增大#使 4567*89 方

程的稳定区域减小，这在低频区较为明显，尤其在

图 !（<）中，即当#$&"#$ # " % 时，对应于&" 3 和

&" 2 的 4567*89 方程稳定区域的边界线 相 交，

4567*89 方程的稳定区域显著减小。当%"3 时，&

图 ! 稳定性边界

!"# ; ! $%&’"( %) *+,’-"(,**

" - 在非稳定区域内，这应该特别引起注意。由图

!（5）可见，当% " 3 时，直 线& " 3 与& " 2 的

4567*89 方程稳定区域的边界线相交处，$#3 ; 1。

这表明，当& " 3，$= 3; 14567*89 方程的解稳定；

当& " 3，$> 3; 14567*89 方程的解稳定。用龙格

—库塔数值积分方法对无阻尼 4567*89 方程解的

模拟验证了这一结论，模拟得到的相图如图 %（5）

和图 %（:）所示。图 % 是在相同初始条件"3 "
3 ;30，%"3 " 3 ; 30 下用龙格—库塔数值积分方法解

4567*89 方程的模拟结果。图 %（5）为 " 3; ,0 时的

模拟结果，表明 4567*89 方程的解稳定；图 %（:）为

#" 3; 10 时的模拟结果，表明 4567*89 方程的解非
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稳定；图 !（"）为! # $% !，"# $% !&，#’! ##’ ! # !
时的模拟结果，表明 ()*+,-. 方程的解稳定；图 !

（/）为!# 0，"# $% !&，#’! ##’ ! # ! 时的模拟结

果，表明 ()*+,-. 方程的解非稳定。

图 ! !"#$%&’ 方程的龙格—库塔数值解的相图

(%) % ! *$"+& ,%)’-& ., #$& +./’#%.0+ ., !"#$%&’ &1’"#%.0
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