
求解对流扩散方程的一类交替分组显式方法!
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摘 要：利用第二类 %&’(’)*+ 非对称格式给出了对流扩散方程的一类交替分组显格式。该方

法具有并行本性，并且绝对稳定。数值结果表明，对对流扩散方程给出的 ,-. 算法明显优于

.+&/0 和 ,12’((&3［!］所提出的交替分组显格式，因此本方法是一种有效算法。
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本文考虑的对流扩散问题为
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求解（"）已有很多显式和隐式差分方法。显式方法很适合于并行计算，但由于稳定性条件的限制，必须

采用非常小的时间步长来计算。隐式格式一般无条件稳定，但在每一时间层上要求解线性方程组，实现

并行计算有一定困难。=> ? > .+&/0 和 ,>@> A>,12’((&3［" B !］巧妙地利用 %&’(’)*+ 非对称格式，设计了适合

于并行计算的交替分组显式（,-.）方法。张宝琳等［9 B 5］又提出了交替分段、分块的显 7 隐方法。王文

洽［8］利用第二类 %&’(’)*+ 非对称格式，构造了扩散方程的一类分组显格式。本文根据文献［8］中关于扩

散问题的方法，并采用不同于文献［9］的对流项处理方式，给出了对流扩散方程的一类交替分组显格式，

分析了方法的稳定性。数值试验结果表明，方法使用方便，适合并行计算，并且有较好的精度。

" 交替分组显式方法

首先将区域（#，&）C（#，’）进行剖分，记空间步长 * ; & D+，时间步长为!;［’ D,］，$- ; -*（ - ; #，"，

⋯，+），". ; .（. ; #，"，⋯，,）。记 / ; %!
*! ，0 ;

#"!
!* ，

则方程（"）的显式格式为
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初始条件和边界条件分别离散为
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逼近方程（" >"）的隐式格式为
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再给出以下 5 个第二类 %&’(’)*+ 非对称格式［$］为
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在交替分组方法的设计中，我们还用到三种分组模式：由四个空间坐标是 &’ " !，&’ " #，&’ " &，&’ " *
的内点组成的 () 组、靠近左边界的两内点组成的 (* 组和靠近右边界的两内点组成的 (+ 组。在 ()
组上对方程从左至右依次应用（# +#），（# +&），（# +*）和（# +!）式构造差分格式
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另外，在 (* 和 (+ 组上对方程（!）分别构造由非对称格式组成的差分格式（!-）和（!!）如下：
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图 " ’ $ "*，" 为偶数时两个时间层上节点的分组模式

!"# + " $%& #’()* +(,-& (. /%& *("0/1 (0 /2( -&3&-1 4/ + $ "* 40, 0 "1 &3&0 0)+5&’

现在我们给出交替分组差分格式，考虑分点数 ’ 是奇数的情况，此时内点数 ’ % " 是偶数。我们

分两种情况讨论节点的分组模式：

当 ’ % " $ &( ! # 时，设 " 为偶数，我们在两个时间层上交替构造分组差分格式（如图 "），首先把

)" ! "层上的内点划分成 ( ! " 个计算组。从左至右，从第 " 组至第 ( 组，连续 ( 个四点 *+ 组，每组都用

格式（,），剩下的两点为 *, 两点组，应用格式（""）。其次，在第 )" ! # 时间层上也划分成 ( ! " 个独立计

算组，从左至右，第一组为 *& 两点组，应用格式（"(），第 # 组至第 ( ! " 组是 *+ 四点组，应用格式（,）。

两层格式交替使用，于是得到交替分组显式（-*.）方法，其差分格式的矩阵形式是
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当 ’ % " $ &( 时，设 " 为偶数，同样，我们在两个时间层上交替构造分组差分格式，在 )" ! "层上划分

( ! " 个独立计算组。在靠近左边界和右边界的两点组分别应用格式（"(）和（""），从第 # 组至第 ( 组，

连续 ( % " 个四点组，应用格式（,）。在 )" ! #层上划分 ( 个独立计算组，每组都是使用格式（,）的 *+ 四

点组。两层格式交替使用，于是得到交替分组显式（-*.）方法，其差分格式的矩阵形式是

（ / ! $4*"）!"!" $（ / % $4*#）!" ! 0，

（ / ! $4*#）!"!" $（ / % $4*"）!"!" ! 0{ 。
（"’）

·&"· 盐城工学院学报（自然科学版） 第 "/
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""

卷

万方数据



! !（（" " #）$% " #
$ ，$，⋯，$，%（" % #）$% " #

（& % #））’，! 是与边界条件有关的 & % # 维向量。

()# !

*&
*#

!
*+%#

*















’

，()( !

*#

*(

*)

!
*















+

。

另外，我们还可以利用（#(）和（#)）构造如下的（*）+,- 格式：
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式中 !- 和!- 是与边界条件有关的向量。由（#(）、（#)）、（#.）和（#/）给出的交替分组显式方法具有并

行本性，都可以直接进行并行计算。

( 稳定性分析

为了证明方法的稳定性，我们给出两个引理：

引理 ( 0# 由（#(）、（#)）、（#.）和（#/）表示的矩阵 )#，)(，()# 和 ()( 均为非负实阵。

引理 ( 0( （1233455［6］）设 # 7 $，矩阵 ) 非负实阵，则

"（ , " #)）%#"( # #，"（ , % #)）（ , " #)）%#"( # #。

定理 ( 0# 求解对流扩散问题（#）、（(）和（)）的交替分组显式方法（#(）、（#)）、（#.）和（#/）是绝对稳

定的。

证明：容易知道，交替分组显式方法（#(）的增长矩阵为

) !（ , " #)(）%#（ , % #)#）（ , " #)#）%#（ , % #)(）0

定义$) !（ , " #)(）)（ , " #)(）% #，则 ) 和$) 相似，故他们具有相同的特征值，因此

")"( ! "$)"( #"（ , % #)#）（ , " #)#）%#"("（ , % #)(）（ , " #)(）%#"# #，

可见，交替分组显式方法（#(）是绝对稳定的。

) 数值例子

为了说明本文给出的方法可用于对流扩散方程的计算，并有据可比，我们选用了与文献［(］相同的

算例。定解问题
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的精确解是［(］ .（0，#）! 1+0:! % #
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（2!）( "（ +
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1+（ 0%#）:(! <=>（2!0）1 %［（2!）
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我们对例子（#9）分别采用本文的格式（?）及相对应的 -@A>< 和 +BCD33AE［(］的交替组显格式进行了计算，

绝对误差和相对误差结果分别列在表 # 和表 ( 中。

·/#·第 #
’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’

期 黄素珍：求解对流扩散方程的一类交替分组显式方法

万方数据



表 ! ! " !#$!" !#$"" $#$$$% " " !&!! ## " $#$’% $ " $#’ 时的数值结果

!"#$% ! !&% ’()%*+,"$ -%.($-. "- ! " !#$!" !#$"" $#$$$% " " !&!! ## " $#$’% $ " $#’

%（ &% ）
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数值解 绝对误差 相对误差

# )*+,-
数值解 绝对误差 相对误差

精确解

! $#$’.(’/ $#$$$!00 $#$$0%1/ $#$’.((( .#!) 2 $% $#$$!’.. $#$’/$.
0 $#!$!! $#$$$0% $#$$0’3. $#!$!!. $#$$$!/ $#$$!..3 $#!$!1%
1 $#!3$3 $#$$$13 $#$$001. $#!3$.0 $#$$$0’ $#$$!’(! $#!3$(3
’ $#00.33 $#$$$’% $#$$!(.1 $#00../ $#$$$11 $#$$!’’. $#00/!!
% $#1$1’/ $#$$$%0 $#$$!.!! $#1$131 $#$$$1. $#$$!0!. $#1$’
3 $#1/(0’ $#$$$%3 $#$$!’1. $#1/(1( $#$$$’! $#$$!$%0 $#1/(/
. $#’/3$1 $#$$$%% $#$$!!1 $#’/3!/ $#$$$’ $#$$$/00 $#’/3%/
/ $#%(’/ $#$$$’/ $#$$$/$3 $#%(’(’ $#$$$1’ $#$$$%.! $#%(%0/
( $#.!31’ $#$$$13 $#$$$%$0 $#.!3’1 $#$$$0. $#$$$1.. $#.!3.
!$ $#/%!0% $#$$$0 $#$$$01% $#/%!11 $#$$$!0 $#$$$!’! $#/%!’%

表 0 ! " !#$!" !#$"" $#$$$% " " !&!! ## " $#’% $ " $#’ 时的数值结果

!"#$% 0 !&% ’()%*+,"$ -%.($-. "- ! " !#$!" !#$"" $#$$$% " " !&!! ## " $#’% $ " $#’

%（ &% ）
格式（(）

数值解 绝对误差 相对误差
# )*+,- 精确解

!
0
1
’
%
3
.
/
(
!$

1#1.) 2 $%
$#$$$!!.1/
$#$$$103.3
$#$$$/%/33
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$#$’/(!
$#!1/.0
$#1/$13

0#3() 2 $’
.#3/) 2 $’
!#(!) 2 $1
’#%.) 2 $1
!#$%) 2 $0
0#0/) 2 $0
’#’.) 2 $0
.#’3) 2 $0
/#/$) 2 $0
2 !#/1) 2 $1

/#/() 2 $!
/#3.) 2 $!
/#%’) 2 $!
/#’0) 2 $!
/#01) 2 $!
.#/() 2 $!
.#0’) 2 $!
3#$’) 2 $!
1#//) 2 $!
2 ’#/1) 2 $1

不稳定
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$#$$$//%’0
$#$$001%1
$#$$%’0’1
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数值结果表明，本文对对流扩散方程给出的 45) 算法明显优于 )*+,- 和 467899+:［0］所提出的 45)
算法，因此本文方法是一种有效算法。
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