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摘 要：在二维非球谐混合势 !（ "）% & "! ’ #" (" ’ $" () 的情况下，运用函数变换求径向本征函

数，得到非相对性薛定谔方程一个完备的精确解，其中此势的参数 &，#，$ 满足一些约束关系。
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众所周知，求解 /0123456782 方程，除了氢原子和谐振子等少数几个势之外，大多数势所对应的能级

和波函数的解析形式解却不能给出，各种不同幂次形式势和有理形式势在物理学许多领域中有着广泛

的应用。近年来，高次非谐的情况已经吸引了众多的科研者很大的注意力，人们用 /9（!）群法、超对称

变分法、数值计算法和升降算符法等多种方法对这类具有较复杂形式势的能级、波函数进行了讨

论［+ : ;］，低维系统量子力学已经成为一个主要的研究领域，几乎所有的针对三维情况问题的计量技术已

经延伸到低维情况，而相关领域的非球谐势势阱在二维情况下的研究也已处于起步阶段［$，"］本文将研究

混合势在二维情况下基态和第一激发态的能级和波函数。采用的方法是将径向波函数展开为指数函数

与多项式函数的乘积，运用常规的分离变量法和比较系数法确定体系在基态和第一激发态的能级和波

函数。

! 基态情况下的能级与波函数

本文取自然单位! % +，" % +
! 。二维情况下，势阱 !（ "）% & "! ’ #" (" ’ $" () 。根据对称性，运用

极坐标表示薛定谔方程如下 （
+
"
#!

#"! " ’ +
"!
#!

#$
! ）% ’ !（ "）% % %% （+）
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将（$）式分离为角向部分和径向部分，可得
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此处，对基态径向波函数满足的方程进行一个变换
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通过简单的计算可得
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将（0）、（3）、（’!）三式代入（’’）式并和（2）式比较可得
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由比较系数法可得能量 % 的本征值、$6!
（ #）参数的值为
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为了得到一个适合趋于零点和趋于无穷大的两个情况的标准解，#取正号，!和"取负号，把!、#的值代

入，能量的本征值可以表示为 % "!5（2 ) ’
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/ 第一激发态下的能级与波函数

同上方法，对第一激发态的径向本征函数进行变换如下 !"’
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径向波函数 !"（ #）如下的关系
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再由径向方程（8）可以得出第一激发态的径向方程为
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比较（’3）、（(!）两式，可得
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根据（’-）、（’0）两式，写出 *"’
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如果角动量量子数 " 在基态和第一激发态取相同的值时，可以从上述方程组中得出以下结论：
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此处!!、"! 取负号，是为了维持方程在 # 趋于零和无穷时的标准解的正确性。而 & # & *!’是势中参

数 &、’ 的另一个制约关系。

最后，第一激发态的能级 %! 和径向本征函数 )"!
（ #）可以表述为：%! # !% !$ ) &

!( )’ （’+）

)"!
（ #）# *!（%$ #$ ) %’ # &$）##! 123 & !

$（!% #
$ )!’# &$[ ]） （’,）
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事实上，归一化常数 */ 和 *! 能够由归一化条件给出，归一化条件为"
4

/
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+ 讨论

观察所给势的参数值，讨论如下：先确定参数 % 的值，参数 &，’ 的值分别由方程（!’）和（’$）制约。

例如，% # !，’ # +，& # & !$，## $6,，#! # / 6,，%$ # !，%’ # & $ 6可以得出基态和第一激发态的能级值

为 %/ # & $ 和 %! # * 6 在基态和第一激发态，径向本征函数的主要特征基本相同，把基态和第一激发态

时它们的图像进行比较（如图 !、$ 所示），可以很容易地发现它们彼此是不同的。原因是在二维情况下，

即使参数 % 相同，但由于 & 和 ’ 的值满足于不同的约束方程其取值不一定相同，使得两种情况下的图像

大相径庭。

, 总结

本文讨论了二维情况下，非球谐势 -（ #）# % #$ ) &# &+ ) ’# &* 的薛定谔方程在基态和第一激发态时
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图 ! 基态径向本征函数 !（"）
" （ "）（# # !，$ # $ !%，% # &），

横坐标表示 " 的值，纵坐标表示径向

本征函数 !（"）
" （ "）的值
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图 % 第一激发态径向本征函数

!（!）
" （ "）（# # !，$ # $ !%，% # &），横坐标表示 " 的值，纵坐

标表示径向本征函数 !（!）
" （ "）的值
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的解，在运用变换求解的同时，对参数的值给定一些约束条件。可以在此基础上运用类似方法得出其它

类似的多种混合势情况下（如 !（ "）# ( "% ) #"& ) $"*、!（ "）# ( "% ) #" $& ) $" $* ) %" $!" 等一系列的混合

势）薛定谔方程的本征波函数和能量本征值。这种简单直观的方法可以应用到量子力学中与薛定谔方

程有关联的一系列物理问题的其它领域进行研究。
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