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摘 要：由于微积分在物理学中具有广泛的应用，因此在数学分析教学中适时地加强综合应

用练习，不仅有利于学生巩固微积分基本概念，而且有助于提高学生分析问题解决问题的能

力。但选择此类应用性模型问题时，一定要尽量与实际相符，如在探索物体运动方程时，其物

理背景应与物理中的基本定律相符。本文就高等数学教学中常被采用的一个物理模型问题

提出质疑，并利用 %&’()*&’+,& 给出与实际背景基本相符的运动轨迹。
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微积分是一门经典学科。长期以来，在微积

分教学中，侧重于基础理论知识的传授。按照国

家教委面向 !" 世纪教学改革精神，数学教学在传

授数学知识的同时，应着力于提高学生的数学素

养和能力，培养学生应用数学知识解决实际问题

的意识、兴趣和能力。因此在微积分教学中应适

时加强综合应用练习，并在教学中注意溶入现代

教学手段，给学生创设数学实验环境，%&’()*&’+,&
是一个比较理想的工具。本文就日常生活中常见

的一个模型问题（即下滑梯子），先对通常的处理

方法提出了质疑，然后结合物理知识推得模型问

题实际满足的微分方程，利用 %&’()*&’+,& 对微分

方程进行了求解，并利用其丰富的作图功能［"］，绘

出了模型的运动规迹，整个过程即为：发现问题"
分析问题"解决问题的过程。

" 问题背景

下滑梯子的建模是一个比较经典的问题，问

题的一般提法［!］：

一个长为 ! 的梯子斜靠在墙上（图 "），当梯

子底端以速率 " 向外匀速滑动时，梯子上距顶端

! 42 处的 # 点的轨迹是什么？当顶端 $ 落地时，

$ 点的速率为多少？

处理这个问题时，通常假设在梯子下滑过程

图 " 梯子下滑起始状态
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中，梯子顶端始终保持与墙面接触，在这样的假设

下，若引进坐标系，并以梯子与地面的夹角!作

为参数，则很容易得到关于点 # 坐标（ %，&）的参

数方程：

% 6 !
2 ,78!

& 6 !!
2 8+9{

!
!#［$，!! ］

可见 # 点的轨迹是椭圆。给定 ! 6 # *，" 6 " *48，
’ 6 :5; *48!，则轨迹为图 !。为了推导梯子下滑过

程顶点 $ 的下移速度，设点 $ 的坐标为（$，&（ (）），

而点 ) 的坐标为（ %（ (），$），则根据勾股定理，成

立：%! < &! 6 !!，两边关于 % 求导，得：

=&
= ( 6 1 %

&
=%
= ( 6 1 "%

& （"）

从而可得顶点 $ 的下移速度。据此，当顶点
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图 ! 点 ! 的轨迹（顶端 " 始终接触墙面）
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趋近于地面时，顶点 " 的速率趋于无穷大。由此

推断：当梯子下滑过程中，一定存在某个时刻 #!，

此时，梯子顶点的下滑速率超过光速。显然这样

的模型不切实际。造成错误结论的原因在于梯子

下滑过程顶端始终与墙面保持接触的假设不能成

立，即在下滑过程中某个时刻开始，梯子顶端将与

墙面脱离接触。那么，这样的临界点如何确定？

另外，点 ! 的实际轨迹如何？

! 模型建立及处理

假设梯子下滑过程中，顶端与墙面脱离时，顶

端 " 离地面的高度为 $% ，梯子与地面夹角为!%

（见图 #），则当!"［!% ，
!
! ］时，梯子顶端 " 的坐标

（$，$）满足微分方程（%），

图 # 梯子下滑临界状态
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又因为 $ & & ’()!所以 $* &（&+,’）!* & ’!*

即!* & - (
! ’()!

（!）
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而当!"［$，!% ］时，梯子的运动可看作支点

) 作匀速直线运动的一个刚性摆模型，根据刚体

绕定轴转动的动力学方程，外力作用于刚体上的

力矩等于刚体惯量与刚体绕定轴转动的角加速度

乘积。此时梯子作为一个刚性摆，相对支点 ) 的

力矩" & *+ & +,’!
! ，而惯量 , & #&

$ ’! *
& /’ & %

#
*&!，角加速度：

# &（!-!）. & -!.

所以，成立
%
# *&!（ -!.）& %

! *+& +,’!，即

!. & - #+
!& +,’! （0）

给定 & & 1 2，( & % 23’，+ & 4"5 23’!，在以!. 为纵

轴，!为横轴的坐标系中绘出（#）（0）的图形（见图

0）。

图 0 临界点对应的夹角"
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两条曲线的交点处的!值即为!% ，得!%$$ "
!0，当取 &，( 为一般参数时，联立方程（#）（0），得

’()!!% & !(!

#+& （1）

若
!(!

#+&%%，即 (%
#+&&! ，则方程（0）无解。说明

滑动一经开始，梯子的顶端就与墙面脱离。否则，

可求得 $%%（
!(! &!

#+ ）
%
#

因为当!"［!% ，
!
! ］时，有 $. & -（ (! &!）3 $#，

所以 $. % & - #
! +

这一有意思的结果说明，不管梯子多长，底端滑动

速度多大，在临界点处点 " 的下滑加速度始终为

常数。当时!"［$，!% ］，" 点坐标（ ’，$）满足方

程：
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这里!（ #）满足微分方程：
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当 & & 1 2，( & % 23’，+ & 4" 5 23’! 时，微分方程
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为：

!! " # $ %&’ ()*!
!（+）"!! " +%$’，!,（+）" #{ + %-’

（-）

借助 ./0123/04(/ 对方程（-）进行数值求解，代入

方程（5），可绘出顶端 " 点轨迹（见图 6）。

图 6 顶点 " 的轨迹

!"# % 6 $%& ’()*& +, -+".’ /

得 #! " 7%7&，即当梯子端点 " 离地面高为 7%7&
3时，脱离墙面。

令!" +，解得 $ " +%$7 *，此时 #, " # 8 %$-。

即当 " 点接触地面时，" 点向下速率为 # 8%$-
39*，" 点离墙距离为 + %+56 3。

另外，当!!［+，!! ］时，点 %（ &，#）满足的方

程为：

& " &! : ’$ # $(
; ()*!（ $）

# " $(
; *4<!（ ${ ）

$ " +

而当!!［!! ，
!
$ ］时，方程为

& " (
; ()*!（ $）

# " $(
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利用 ./0123/04(/ 绘制 % 点的轨迹如图 5。

图 5 点 % 的轨迹
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诚然，如此建立关于梯子下滑的数学模型较

实际的物理模型作了一些简化，如这里没有考虑

墙面及地面与梯子接触点处的摩擦力的作用，而

且假设梯子底端 ) 点作匀速运动而不是变速运

动，若进一步考虑这些因素，相应的数学模型将更

为复杂，有待深入研究。
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