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摘 要：应用流形方法思想，对传统有限元方法进行改进，推导了弹塑性平面问题的广义有

限元法的理论和数值计算列式。计算结果论证了使用广义有限元法求解弹塑性平面问题的

可行性和有效性。
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自从 !# 世纪 *# 年代有限单元法问世以来，
随着现代计算机科学的发展，为了分析、模拟材料

和工程结构的特征，相继建立了许多数值方法和

计算方法，如边界元法、数值流行方法、界面元法

等。在现有的数值方法中，传统有限元理论成熟，

原理简明，已被工程界普遍接受。目前，为了提高

有限元法解的精度，也提出了相应的措施。按逼

近真实解的途径，常规改进方法有：/ 型有限元
法、0型有限元法、/0型有限元法。
石根华［"］提出的数值流形方法中将节点作为

物理覆盖，通过提高定义在覆盖上的局部逼近函

数的阶数，从而提高流形方法总体求解的精度。

梁国平［!］吸收了流形方法的有限覆盖思想，提出

了广义有限元的概念，并从数学上论证了广义有

限元方法的可行性。由于广义有限元的自由度全

部定义在节点上，因此容易被传统的有限元程序

接受，并且由于其协调性总能保证，故不同节点的

多项式的阶次可以按照问题的需要任意选取。文

献［-］采用同一思想，建立了广义有限元的数值实
施列式。文献［.］对平面问题的广义有限元进行
理论推导和程序实施。本文在上述作者工作的基

础上，推导了平面弹塑性问题中的广义有限元理

论及数值实施列式，论证了广义有限元在求解弹

塑性问题的可行性与有效性。

" 广义有限元的概念

" 1" 单元位移模式及插值函数
设 !" 为传统有限元空间，插值基函数取为

｛!"，!!，⋯⋯!"｝，则以传统有限元法所表达的位

移函数近似解为：
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其中，’&（ & 2 "，!，⋯⋯，%）为节点位移。
构造新的逼近空间，采用分片任意高阶多项

式甚至级数展开式作为逼近空间。将传统有限元

的节点自由度广义化，认为各节点可有任意多个

广义自由度，即将式（"）中传统位移向量 ’& 进一

步表示为多个广义自由度的函数。对于位移元而

言，节点的广义自由度即为节点的广义位移。例

如：
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将（!）代入（"），从而得到新的一类有限元近似解
表达式
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式中 0& 为节点 & 的广义位移向量，0& 2
.&，" .&，!⋯⋯.&，!)[ ]&

1。

由于在新的插值函数 %& 中包含有传统有限
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元中的插值函数!!，因此广义有限元的协调性自

然得到保证。由此构造出的有限元插值方法称为

广义有限元法。这种具有多个广义位移的节点称

为“广义节点”。当取 "! ! "及 #!$（%，&）! "时，这
种广义有限元方法便退化为传统有限元方法。

在广义有限元法中，一个广义节点上的广义

位移的数目是与人们所期望的单元插值函数的阶

数有关的，可任意取定。
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，’ 为平面问题的小变形

微分算子，-) 为广义有限元的单元几何矩阵。

" #’ 单元刚度矩阵
现用 / 表示弹性矩阵。在得到插值函数和

几何矩阵后，就可建立弹性力学边值问题中能量

泛函表达式的离散形式，进而通过变分原理得到

系统的总体支配方程。
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其中， 0) !!
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0) 表示广义单元刚度矩阵。其中分块子阵

0!$，其阶数与所采用的广义插值函数的阶次有

关。对于平面四节点等参单元，当节点具有一阶

广义插值函数时，0!$是一个 * + *阶的矩阵，而当
节点具有二阶广义插值函数时，0!$则是一个 $% +
$%阶的矩阵。

$ 塑性材料的增量本构关系

材料进入塑性后，应变增量 )"!$可分成弹性

应变增量 )")
!$和塑性应变增量 )"5

!$。而弹性应变

增量 )")
!$与应力增量 )$!$之间满足 ,--./定律
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对于理想塑性材料，其塑性应变增量则满足
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式中，8 ! 8（$）是塑性势函数，)’为非负的比例
系数。如果塑性势函数为屈服函数或加载函数，

即 8 ! #，则上式成为 )"5
!$ ! )’#

#
#$!$
，此时称之为相

关联的流动法则。其中加载函数为总应力$!$、总

塑性应变"5
!$和硬化参数 9 的函数。

增量理论的弹塑性应力 2应变关系式如下
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其中
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)9，9 为强化参数。对于理想弹

塑性材料，无强化现象，9 为常数，3 ! &。材料进
入强化阶段的 3 需由单向试验得出的有关曲线
求得。适当选取材料的加载函数，便可由（"&）式
求得塑性矩阵。

对于应力尚处于弹性阶段的单元，其刚度矩

阵为

0) !!3
-)

./-)4)3 （""）

而对于已进入塑性区域的单元，单元刚度矩阵为

0)5 !!3
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式中，弹塑性刚度矩阵 /)5 ! / 2 /5。

把所有单元的刚度矩阵组集成结构的整体刚

度矩阵 0，并求解平衡方程
0"1" ! "2" （"’）

’ 程序实施说明

在程序实施中，由于广义有限元与传统有限

元一样，自由度均定义在单元节点上，因此弹塑性

广义有限元程序研制与传统弹塑性有限元方法类

似，可直接在传统有限元程序基础上进行修改。

就平面四节点等参单元而言，由于广义有限元较

传统有限元的阶次至少高一次，计算单元刚度矩

阵时，宜用 3个高斯积分点进行计算。
由于广义有限元中节点的位移为广义位移，

这些广义位移不一定都具有各自的物理意义，故

在求得节点的广义位移后，再按节点的位移插值

函数求得具有实际物理意义的节点位移。同时应

力也要作类似的处理。

% 算例分析

算例 " 图 "所示的一端受集中力作用的悬
臂梁，’ ! 1 5，: ! " 5，取单位厚度 4 ! " 5，受集
中力 ; ! " 6，7 ! "&( 78，% ! &# $(，$< ! $( 78，采
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用线性强化模型，并服从 !"#$#屈服条件，硬化参
数 !% & ’ ()。用广义有限元法计算时，布置 **（++
, *）个规则节点，单元数为 +’ , -，单元内高斯点
数为 . , . 个。

图 + 悬臂梁一端受集中力的作用
!"# ( + $%&’"()*)+ ,)%- ./,0)1’)2 ’3
% 13&1)&’+%’)2 43+1) %’ ’5) 4+)) )&2

表 + 一端受集中力作用的悬臂梁竖向位移
6%,()+ 7)+’"1%( 2".8(%1)-)&’. 34 1%&’"()*)+ ,)%-
./,0)1’)2 ’3 % $3&1)&’+%’)2 43+1) %’ ’5) 4+)) )&2

//

坐标（/） 弹性解

弹塑性解

弹塑性有

限元解答

本文方法

解 答

01232
解答
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（4(-，’(*）
（5(’，’(*）

+(’6)
-(’*7
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+.(7.+
+6(*’*
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-(+..
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+.(56+
+6(7’.

+(6-5
4(7.*
+.(’6
)’(-)6
)5()4-

)(’)’
4(5.7
+.())7
)’(4’’
)5(-4+

从上表中可以看出，本文解与 01232的解很
接近，已经能够满足实际工程的需要。另外，对于

二阶或更高阶的广义有限元法，会得到更高精度

的解。

算例 ) 图 )所示的厚壁圆筒受内压 " & 5’
!89的作用。假定为平面应变情况，圆筒的弹性
模量 # & )(+ , +’* !89，泊松比为 $ & ’(.，单轴屈
服应力!% & )-’ !89，应变硬化参数 !% & ’。采用

:;<(!"#$#屈服准则进行计算。计算结果与理论
解进行比较可知，环向应力!" 沿径向分布的情
况，与理论解［*］相当接近（图 .）。

图 ) 厚壁圆筒及计算网格
!"# ( ) ’5"19 = :%(()2 1;("&2)+

图 . 内压力作用下的环向应力
!"# ( . <==> = 2"+)1’"3& .’+).. /&2)+
"&&)+ 8+)../+)%&2 13-8/’)2 -).5

* 结论

广义有限元方法是近几年出现的一种数值计

算方法，其求解过程与传统有限元法相似。本文

讨论了如何使用广义有限元法来求解弹塑性问

题。从算例结果可以看出，广义有限元方法不仅

可以用来求解弹性问题，而且对平面弹塑性问题

的求解也是可行的，也可以满足工程精度的需要。
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