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摘 要：研究一类带干扰风险过程的有限时破产概率问题，获得了有限时破产概率的依赖时

间的 &’()*+,- 不等式以及 &’()*+,- 指数和破产问题中时间的关键值。建立有限时破产概率

与最终破产概率之间的联系，并通过 &’()*+,- 指数和破产发生时间的“关键值”对不同模型进

行比较，同时给出不同参数下破产发生时间的“关键值”的数值分析。

关键词：有限时破产概率；依赖时间的 &’()*+,- 不等式；依赖时间 &’()*+,- 指数；风险过程；

布朗运动；泊松过程
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! 模型和依赖时间的 &’()*+,- 不等式

带干扰经典风险过程为

!$
" 5 # 6 $$ " 2"

%（ "）

& 5 !
’& 6!(" 5 # 6 )$

"

（! 7!）

其中 #，$$，!8 $ 均为常数，# 表示保险公司的初

始资金，$$ 表示保险公司的保费收入率，%（ "）是

一个参数为"（" 8 $）的 9:;<<:( 过程，它表示（$，

"］内保险公司的理赔次数，｛’&，&#!｝是一个独

立同分布的随机变量序列，’& 表示第 & 次理赔

额，(" 是一维标准布朗运动，它表示保险公司的

保费收入中未确定部分，!$
" 表示保险公司在时刻

" 的盈余。在（! 7!）中通常假定｛%（ "）｝，’&，(" 是

相互独立的。

在过去的十年里，有许多文献对模型（! 7 !）进

行了多方面的研究［! 2 #］，得到了许多重要结果。

本人曾经在 "$$" 年对风险过程（! 7 !）加以推广，

讨论如下风险模型（! 7"），得到一些关于（! 7"）的

最终破产概率的有意义的结果［3］。

!" 5 # 6 $*" 2"
%（ "）

& 5 !
’& 6!(" 5 # 6 )"

（! 7"）

在（! 7"）中，*" 是一个参数为#的 9:;<<:( 过程，它

表示（$，"］内保险公司收到的保单数，$ 表示保单

的平均保费额。其它符号的意义与（! 7!）中相同，

从实用的角度来看，有限时破产概率$（ #，"）比

最终破产概率$（ #）更有意义，因为有限时破产

概率中时间 " 关系到保险公司的保期的长短。在

目前这篇文章中，将主要讨论风险模型（! 7 "）的有

限时破产概率问题

对风险过程（! 7"）本文仅考虑如下两种情形：

（!） ｛*+｝，｛%（ "）｝，’&，(" 相互独立

（"） ｛%（ "）｝，’&，(" 相互独立，%（ "）是

｛*"｝的 , 2 稀疏过程，即 %（ "）是强度为 ,#的

9:;<<:( 过程。

对上述两种情形本文给出风险过程（! 7 "）破

产概率的依赖时间的 &’()*+,- 不等式，依赖时间

&’()*+,- 指数和有限时破产概率与最终破产概率

之间的关系，并通过破产问题中时间的“关键值”

对模型（! 7!）与（! 7"）进行比较

对一给定的时间 "，记为 +# 首次破产时间，

风险过程（! 7"）的有限时破产概率定义为：$（#，

"）5 ,（+# $ "）5 ,｛# 6 )- = $，-%（$，"］｝。最

终破产概率定义为。$（ #）5 ,（ +#$ 6 >）。易

验证对上述两种情形（!）和（"），由（! 7"）所定义
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的风险过程具有平稳独立增量。对 !!! 本文始

终假定 "［#$］" !。从而有!（!，$）# $，记｛%&，&

!$｝的共同分布函数为 ’（ (），即 ’（ (）% )（%&"
(）。令 *（ +）%#&

! ,+(-’（ (）’ $，假定存在某个正

数 +$使得当 +% +$时 *（ +）% ( &，允许 +$ % (
&［)］。

$ *$ 假设（!）成立的情形

这时 "［#$］" ! 蕴涵着 ."’#$" !。令

/$（ +）%"（ , ’ +. ’ $）(#*（ +）(%
+ ++
+

（$ *,）

引理 $ 令 ! # + # +$，若假设（!）成立，那么

"［-./（’ +0$）］% -./（ $/$（ +）） （$ *0）

定理 $ 令 1!（ $）% , ’ +/$（ $）’ +#$ ，则 1! 是 ’$ ’ 鞅，

其中 ’$ %&（#2 1 2" $）
记 #$ % 23/｛+ 1 /$（ +）" !｝ （$ *4）

引理 + ! # #$ # +$

注 $：引理 $，引理 + 和定理 $ 的证明见文献

［4］。

记 3$4（ +）% + ’ 4/$（ +） （$ *)）

#$
4 % 23/

+!!
567（ +，+ ’ 4/$（ +））%

23/
+!#$

（ + ’ 4/$（ +）） （$ *8）

4!
$ %

$
#*9（#$）’ , ’ #$.. ( #$%

+ ，由［:（ 5 * $,8）］中的

讨论容易证明下式

#$
4 %

3$4（ +4），4 # 4!
$

#$ ，4 % 4!
$

#$ ，4 " 4
{

!
$

其 中 +4 是’ ;’+（ 3$4

（ +））% ! 的解。

定理 + 令 !!!，假设（!）成立，那么：

（$）依赖时间的 <37=>-?@ 不等式成立

!（!，$）" , ’ #$4! （$ *:）

（+）下述 <37=>-?@ 不等式成立

!（!）" , ’ #$ ! （$ *A）

（,）破产概率!（!）满足下述解析式

!（!）% , ’ #$ !

"（ , ’（!( 0（6!））#$ B 6! # ( &
（$ *$!）

证明：（$）由定理 $，运用鞅停时理论，考虑有

限停时，$& 6! % 567（ $，6! ）。因 ’! 是平凡的和

1! 是正的，由可选停时定理

于是有

, ’ +! % 1!（!）% "［1!（ $ & 6!）］%

"［1!（ $ & 6!）B 6! " $］)｛6! " $｝(

"［1!（ $ & 6!）B 6! " $］)｛6! " $｝!
"［1!（ $ & 6!）B 6! " $］)｛6! " $｝%

"［1!（6!）B 6! " $］)｛6! " $｝

于是我们有

!（!，$）" , ’ +! 23/
! # 2 # $

,2/$（ +） % , ’ +!5C.（$，,$/$（ +））

令 $ % 4!，则

!（!，$）" , ’ +! 5C.（$，,$/$（ +） %
5C.（ , ’ +! ，, ’ !（ +’ 4/$（ +）））% , ’ !567（ +，+’ 4/$（ +））

如上给出的是 #$
4 我们获得的最好的指数，

于是我们有依赖时间的 <37=>-?@ 不等式!（ !，$）

" , ’ #$4! ，（+）和（,）的证明见［4］。证毕

系 $： !$（ !，4! ），#$
4 定 义 如 上。 由

D?EF-=2G7［8］我们有

!（!，4!）H

7$
4

’!
, ’ #$4 当 4 # 4!

$

7
+ , ’ #$ ! 当 4 % 4!

$

7, ’ #$ ! 当 4 " 4













!
$

当 ! (( &

（$ *$$）

其中 7$
4 % I +4 ’ +4

H

+4 +4
H +(4/8

$（ +4’ ）
7 % J65!(&!+（ !）

,#$ ! 是一常数，+4
H

是 + ’ 3$（ +）% +4 ’ #$
4 的负解

系 +： 当 !，$( ( &，且
$ ’ 94!

$

9:’ !
$

有界时，在

6! # ( &条件下，有

!$（!，4!）H ;（
$ ’ !4!

$

!<’ !
$

）, ’ #$ ! （$ *$+）

:!
$ %

/8
$（#$）

（/$9（#$））, ，;（=）%#
=

’&

$
+’(

, ’ (+
+ -(

证明：仿 K?-5-?［:］，2-@-?=CLJ［A］中的分析可得系 + *
注 +： 由（$ *$+）可以看出在｛6! # &｝条件

下，6! 服从均值为 !4!
$，方差为 !<!$ 的渐进正态分

布，这意味着当 ! 很大时破产发生（如果发生）大

约以 ! * A4 的概率发生在以 !4!
$ 为中心的时间区

间（!4!
$ ’ + !<’ !

$ ，!4!
$ ( + !<’ !

$ ）

下面我们讨论在给定的时间区间（ 4
—
!，)4!）的

破产概率 )［4
—
! # 6! #)4! B #! % !］

记 #$（4
—

，)4）% 23/
+!!

567｛+ ’ 4
—
/$（ +），+ ’)4/$（ +）｝
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定理 & 对模型（! ’ (），假定存在 $ % !!，使

%!（ $）$ ) *，则有限时破产概率满足下述不等

式

& "
—
’ $ (’ $!"’ + !# "[ ]’ " ) , !!（ "

—
，!"）’

证明：由定理 !，运用鞅停时理论，我们获得

) , $’ " *［!#］" * ) , %!（(’# "’）) , $!(’#[ ]"’ $
* ) , %(’ + "

—
’ $ (’ $ "’[ ]——— & "

—
’ $ (’ $![ ]"’ $

) ,-./（%! "
—

，%!!"）’& "
—
’ $ (’ $![ ]"’

于 是： & "
—
’ $ (’ $![ ]"’ " ) ,-01（ $, %! "

—
，$, %!!"）’ ，

!!（"
—

，!"）是我们能获得的最好的指数。证毕

系 &： 对模型（! ’(），假定存在 $ % !!，使 %!

（ $）) *，于是有
(’

’ %
+

"!
#，当 ’% ) *，这里 %

+

是指以概率收敛

证明：对!% #，-01｛!（#，"# ,!），!（#，"# )

!）｝% !，则

& (’

’ , "# %! + (’ $ )[ ]* "

) , !!（#，"# ,!）’! ) ) , !!（#，"# )!）’!

&［(’ $ ) *］ "

) ,（!!（#，"# ,!）, !!）’! ) ) ,（!!（#，"# )!）, !!）’!

&［(’ $ ) *］)!! ’ % #，

当 ’ %) * 证毕

! ’( 假设（!）成立的情形

为明确起见，我们记｛,- ｝的 + , 稀疏过程为

,+
- ，为了与情形（"）相区别，相应于（!）时的风

险过程为

!+
- " ’ ) .,- ,&

,
+
-

/ " !
0/ )"1- " ’ ) 2+

-

（! ’!&）

注 &： 关 于（! ’ !&）中 + 的 详 细 说 明（见

［2］），此时 *［!-］% #，蕴涵着 .#,#+$% #。令

%(（ $# "#｛) , $.［+3（ $）) !］, !｝)"
( $(
( （! ’!3）

引理 & 令 # $ $ $ $’，假设（!）成立，那么

*［4/5（, $2+
- ）］" 4/5（ -%(（ $））（! ’!2）

定理 3：令 ,’（ -）" ) , $%(（ -）, $!+- ，则 ,’ 是 4- ,
鞅，其中 4- "%（!+

5 ，5" -）记

!( " 675｛$：%(（ $）" #｝ （! ’!8）

引理 3 # $ !( $ $’

注 3： 引理 &，引理 3 和定理 3 的证明见

［2］。

与情形（"）类似地记 ，# (
"（ $）" $ , %(（ $）。

!(
" " 675

$$#
-01（ $，$ , "%(（ $））" 675

$$!(
（ $ , "%(（ $））

（! ’!9）

"#
( " !
#+) , $.3:（!(）,#) , $..（+3（!(）) !）) !("

(

!(
" "

# (
"（ $"） ， " $ "#

(

!( ，" " "#
(

!( ，" % "
{

#
(

其中 $" 是& ;&$（ # (
"（ $" ））" # 的解，同时有下列结

论：

定理 2 令 ’$#，假设（!）成立，那么：

（!） 依赖时间的 <71=>4?@ 不等式成立

’(（’，-）" ) , !("’ （! ’!A）

（(） 下述 <71=>4?@ 不等式成立：

’(（’）" ) , !( ’ （! ’!B）

（&） 最终破产概率满足下述解析式：

’(（’）" ) , !( ’

*（ ) ,（’, 2（(’））!( + (’ $ ) *
（! ’(#）

证明：定理 2 的证明类似定理 (
对给定的时间区间（"

—
’，!"’）的破产概率

&［"
—
’ $ (’ $!"’ + !# " ’］有下列不等式

定理 8 对模型（! ’!&）存在 $ % !(，使 %(（ $）

$ ) *，则 &［ "
—
’ $ (’ $!"’ + !# " ’］满足下述不

等式

&［"
—
’ $ (’ $!"’ + !# " ’］" ) , !(（ "

—
，!"）’

其中 !(（"
—

，!"）"

#(（ $ "
—

） ， "#
( $ "

—

!( ，"
— " "#

( "!"

#(（ $!" ） ， "#
( %!










"

证明：类似于定理 & ’
注 3： 对情形（!）有与情形（"）中系 !，系

(，系 & 类似的结论，这里不再叙述。由（! ’ 9）和

（! ’!9）定义的 !!
"，!(

" 我们称为（! ’ (）和（! ’ !&）的

依赖时间 <71=>4?@ 指数，由（! ’ 2）和（! ’ !8）定义的

!!，!( 我们称为风险过程（! ’(）和（! ’ !&）的 <71=C
>4?@ 指数，我们称 "#

! ’，"#
( ’ 分别为风险过程（! ’
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!），（! "!#）的‘关键时刻’，!!（ "，#"），#$
!，#$

% 分别

为风险过程（! "%），（! " !#）的关键值，是因为对过

程（! "%），当 $ & #$
! "，!!（ "，#"）’!!（ "），当 $ (

#$
! "，!!（"，#"）〈〈!!（"）；

%"

" !
&

#$
!，当 "! ) *；

这意味着对（! " %）来说，或者 %" + ) *即不会破

产，或者 %"""#$
! 即破产，对系 % 我们的解释是保

单的保期 $ & #$
! " 时，!!（ "）是非常需要关注的；

当保单的保期 $ ( #$
! "，!!（"，$）是更要关注的而

且远小于!!（"），所以很自然的首选去调整保费

而获得更大的收益，对过程（! " !#）有类似的解

释。

% 与带干扰的经典风险过程的比较

记 ’（ (）+")（ (）, *$（ (）)#
% (%
% （% "!）

对（! " !）我们有 -./01234 指数 +，关键值 #$

如下：

+ + 5.6｛(，’（ (）# $｝ （% "%）

#$ + !
")7（+）, *$ ) +#

% （% "#）

引理 8 ’（ (），’!（ (），’%（ (）；+，+!，+% 定

义如上，则有

+ & +! & +% （% "9）

’7（+）& ’7 !（+!）& ’7 %（+%） （% "8）

证明：（!）见［8］，（%）的证明是直接和容易的。

定理 : #$
%，#$

!，#$ 定义如上，则有

#$ ( #$
! ( #$

% （%，;）

证明：由引理 8 直接证明。

现在我们考察（! "!#）中干扰项对关键值的影

响，在（! "%）中令#+ $。于是有

+!
$ + " ) *,$ ,$

,
&
$

- + !
.-

记 ’$（ (）+$｛/ , (*$［&)（ (）) ! , !｝，

+$ + 5.6｛(：’$（ (）# $｝

则 #$ + !
$&/ , (*$ )7（+$）,$/ , (**（&)（+$）) !）

定理 < （!）+% ( +$，（%）#$ ( #$
%

证明：（!）见［8］，（%）由（!）和 )7（ (）的单调

性，直接比较 #$，#$
% 即得。

# 数值分析

假定 0（ 1）+ ! , / , 21 ，则

)（ (）+%
*

$
/(130（ 1）, ! + (

2 , (

#$ +（"
2

（ 2 , +）% , *$ )#
% +）,!

#$
! + !

"
2

（ 2 , +!）% ,$/ , +! ** ) +!#
%

#$% + !

$&/, +% * 2
（ 2 , +%）% ,$*/, +% * ,$*/, +% * &)（+%）) +%#

%

表 ! 模型（!"!）（!"%）的 -./01234 指数值，‘关键值表’

（ & + $"$$$8，"+ $"$!，$+ %$，* + !，2 + != 4，#+ $）

!"#$%! &’()#%*+ %,-.(%(/ "() 0*1/10"$ 2"$’% 3.*
/4% 5.)%$6（!"!），（!"%）

4 !>$$ !:$$ !8$$
+ %";#%%95 , $8 <"<%8:95 , $8 !";;:$<5 , $9
+! % ";#!8<5 , $8 <"<%#8#5 , $8 !";;;;:5 , $9
+% % ";#$>%5 , $8 <"<%!#%5 , $8 !";;;%85 , $9
#$ $ ">9>9>< $"%<#!;; $"!9>>$!
#$! $ ">9>8%9 $"%<#!>% $"!9>>%9
#$% $ ">8!$$% $"%<#;;: $"!8$%

表 % 模型（!"!）（!"%）的 -./01234 指数值，关键值表

（ & + $"$$$8，"+ $"$!，$+ %$，* + !，2 + != 4，#+ !）

!"#$%% &’()#%*+ %,-.(%(/ "() 0*1/10"$ 2"$’% 3.*
/4% 5.)%$6（!"!），（!"%）

4 !>$$ !:$$ !8$$
+ %";#%%$5 , $8 <"<%8;#5 , $8 !";;$:$;5 , $9
+! % ";#!885 , $8 <"<%#9%5 , $8 !";;;;85 , $9
+% % ";#$<>5 , $8 <"<%!%!5 , $8 !";;;%#5 , $8
#$ $ ">9>8$99 $"%<#!:8 $"!9>>$;
#$! $ ">9>8%8 $"%<#!># $"!9>>%8
#$% $ ">;$!#! $"%<99:8 $"!8$###

通过定理 : 我们看到模型（! " %）的 -./01234
指数小于模型（! " !）的 -./01234 指数，模型（! " %）

的‘关键值’大于模型（! "!）的‘关键值’，意味着模

型（! "%）是比模型（! " !）更加安全的模型 " 事实

上，从表一可以看出 6 , 稀疏过程的‘关键值’大

于经典风险过程的‘关键值’，而从表二和表一的

比较中可以看出带干扰风险过程的‘关键值’大

于不带干扰风险过程的‘关键值’，这意味着如果

发生破产，模型（! " %）发生破产的时刻远于模型

（! " !）发生破产的时刻，带干扰风险过程的发生

破产的时刻远于不带干扰风险过程的发生破产的

时刻。
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