
具 !"##$%& !型响应函数捕食模型的稳态解!
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摘 要：研究了一类非线性反应扩散系统，该系统描述了具 !"##$%& !型响应函数的捕食模

型，首先利用正性引理和上下解方法给出了问题解的全局存在性和唯一性，接着给出了常微

系统和偏微系统稳定性的结果，最后用这些结果给出了所讨论问题的全局稳定性，并在生物

意义上给出解释。
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对于下列自治的 3"456 2 7"#48996 系统，
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王育全等人在文献［,］中讨论了平衡点的全局稳定性和极限环。其中 !,，!’ 分别代表食饵与捕食

者的种群密度，"（!,）", 2 %,!, 2 %’!,
’ 为控制食饵的增长率，*（ !,）"

!,
, ; ’!,

表明食饵转化成捕食者

能量的转化率为具 !"##$%& !型的响应函数［’ 2 (］，"（!’）" 2!) 2!,!’ 反映了捕食者的内部竞争和死亡

率。%,，%’，’，!)，!,，( 均为正常数。

文献［,］研究的是常微模型，只考虑了时间对种群密度的影响，而没有考虑空间位置对种群密度的

影响。实际在生态圈中，某个区域内种群自身具有迁移的本能。比如说为了寻求充足的食物，种群由密

度高的区域向密度低的区域扩散；为了躲避天敌的侵袭，种群向天敌密度低的区域扩散。对此文献［.］

有详细的论述，本文在构造模型时引入扩散项，考虑下列反应扩散系统
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其中，$是 /0 中的有界区域，边界#$光滑，- 是单位外法向量，+,，+’ 为扩散系数，根据生物学意义，

我们设%1（.）$)（ 1 = ,，’）。

本文主要讨论（, )’）全局解的存在性、唯一性和解的渐近行为。全文安排如下：第 ’ 节给出正性引

理和全局解的存在唯一性；第 *，( 节考虑解的渐近行为。
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! 全局解的存在唯一性

本节我们首先给出正性引理，然后得到（! !"）解的存在唯一性。

引理 ! !! 设 "#!$（"! #［$，%］）#$"，!（! #（$，%］）（ # % !，"），且满足

""#
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其中 *#)!$（!
—

#［$，%］）。如果当 )’ # 时 *#)%$ 成立，那么在"! #［$，%］内 "#（+，&）%$，而且在"! #（$，

%］内 "# & $ 或者 "#($。此引理称为正性引理［’］，作为其推论，我们得到下列引理。

引理 ! !" 系统（! !"）的任一解非负。

下面建立（! !"）解的存在性和唯一性，首先引入下列定义：

定义 " !! 如果 ."#，)"#!$（"! #［$，%］）#$"，!（! #（$，%］），在"! #［$，%］内，$* ."#*)"#。而且满足

下列条件（! !"），则称非负函数（)"!，)""）（ ."!，.""）为（$ !"）的耦合上下解。
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定义 ! !" 如果对任意的（$!，$"）!4，（$ !"）相应的解（ "!，""）当 +!"!，& & $ 时仍然在 4 中，则集

合 4 称为系统（$ !"）的不变三角。当 "# & $（ # % !，"）时，集合 4 称为正不变三角。

引理 ! !( 设（)"!，)""）与（ ."!，.""）是（! ! "）的一对非负耦合上下解，则系统（! ! "）存在唯一全局解

（"+! ，"+" ），而且解满足 ."#（+，&）*"+#（+，&）*)"#（+，&）（ # % !，"）。

证明 既然（)"!，)""）与 ."!，.""）为（$ !"）在! #（$，)）内的一对耦合上下解，而且（$ !"）的反应项在

%内满足 *+,-.+/0 条件，其中

% 3 ｛（"!，""）；（+，&）!"! ,［$，)），."#（+，&）* "# *)"#（+，&）（ # 3 !，"）｝

由［1］的定理 ! !! 知系统在%内存在唯一解，而且
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如果耦合上下解与 +，& 无关，即)"#（+，&）%,5#，."#（+，&）% .5#，（! !"）中的不等式成为
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作为引理 ! !( 的推论，我们得到下列结果。

引理 ! !2 设,5 和 .5 是一对非负常向量，且,5% .5 满足（! !(），则当在!内 .5#*$#（ +）*,5# 对 # % !，"
成立时，系统（$ !"）存在唯一全局解（"+! ，"+" ），在"! #［$，)）内，.5#*"+#（+，&）*,5#。

引理 ! !2 表明集合 〈 .5，,5〉(｛（"!，""）；（+，&）!"! ,［$，)），.5# * "#（+，&）*,5#（ # 3 !，"）｝
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是系统（! !"）的一个不变三角。引理 " !# 说明如果初始函数非负，这个三角还是正不变三角。

定理 # !# 对于任何非负初值函数，系统（! !"）存在唯一全局解（ "!# ，"!" ），使得在"! $［!，%）内，!

#"!#（$，%）#$&#。其中$&# ’ &’(｛)*+$%"!"#（$），(#｝，(# ’
)#" * ,)& " + )#

")"
，(" ’ #

##
（

,(#
# * -(#

+#!）。

证明易知如果取$&# - ! 和$&# - &’(｛)*+$%"!"#（$），(#｝，则对于 # - #，" 有$&’ .& 且（# !.）成立。因此

$& 与 .& 是一对耦合的常数上下解，由引理 # !, 立即得到存在唯一性结果。

注 # !# 此时 (# 为$（"#）- ! 的唯一正常数解。

" 解的渐近行为的预备知识

引理 " !# 对于下列自治的偏微系统（" !#）及常微系统（" !"）（" !.）
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如果30&%(%&（ %）- 30&%(%’（ %）- -，- 为常数，那么： 30&
%(%

"（$，%）’ -（$ %"!）

定理 " !# 对于系统（! !"），当时间 % 趋向于无穷时，在"!内，下列成立。

30& )*+
%(%

"#（$，%）# (#，30& )*+
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我们研究（! !"）解的渐近行为与它相应常数稳态解（ &#，&"）之间的关系，即它满足
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把（" !,）看作椭圆系统，我们定义$& -（$&#，$&"）与 .& -（ .&#，.&"）为（" !,）的一对耦合上下解如果$&’ .&（!，!），

而且

$&#（# + )#$&# + )"$&#"）+
.&"$&#

# * -$&# #
!# .&#（# + )# .&# + )" .&#"）+ $

&" .&#
# * -.&# #

!

$&"（+#! +##$&"）*
,$&"$&#

# * -$&# #
!# .&"（+#! +## .&"）*

,.&" .&#
# * -.&










#

（" !4）

当 .&##"#（$）#$&# 在!内对 # - #，" 成立时，（" !,）的耦合上下解也是（! !"）的耦合上下解。

注意到当 .&##"#，&##$&# 时，50+67089 条件成立。
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其中 2 - 2（ )#，)"，-，#!，##，,），由下列递推过程构造两序列｛)&（4）｝*｛)&（4）
# ，)&（4）
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其初始值为!!（#）%"! 和 !
&

（#）% +,，而 & 是（" *’）（" *(）中的常数，易证序列｛!!（"）｝，｛!
&

（"）｝具有单调性。

+! # !
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且极限存在，不妨记 !! # )* +
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我们于是得到下列关系
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常向量!! 与 !
&
称为（" *.）在〈 +!，"!〉的拟解，一般地说，常向量!! 和 !

&
不是（" *.）的解，然而当!! % !

&
时，!!

（或 !
&
）是（" *.）在〈 +!，"!〉内的唯一解，现在我们给出（# *"）的解和（" *.）的关系。

定理 " *" （定理 ! *! 和定理 ! *"）［(］设"!，+! 是（" *.）或（# *"）的一对耦合上下解，!!，!
&
分别为（" *-）的

极限，即是（" *.）的拟解且满足（" *!#），那么对满足 +!-#"-（.）#"!- 在#内的任何初始函数，（# *"）的解 /
%（,!，,"）具有性质 !

$
# )*+ */0

0$,
,（.，0）# )*+ 123

0$,
,（.，0）#!!（. %&#）

而且如果!! % !
&
，则!!（或 !

&
）是（" *.）在〈 +!，"!〉内的唯一解且 )*+

0$,
,（.，0）#!!（. %&#）

4 解的渐近行为

我们先考虑系统（# *"）半正常数稳态解（
’!" 5 .’’ " & ’!

"’"
，#）的全局渐近稳定性，然后再考虑（# *"）正

常数稳态解（ !(! ，!(" ）的全局渐近稳定性。

定理 4 *! 如果系统（# *"）的系数满足 &!# 5
) ’!" 5 .’’ " & ’!

"’" 5 (（ ’!" 5 .’’ " & ’!）
6 # 即 1" 6 # 时，那么系统

（# *"）存在唯一全局解（,!（.，0），,"（.，0））在&# 上一致收敛于
’!" 5 .’’ " & ’!

"’"
，#），也就是说系统（# * "）

在（1!，#）点全局渐近稳定。

证明先应用定理 " *!，我们得到)*+ 1230$, ,!（.，0）#1!，即取$! %
（! 5 (1!）!# & )1!

" ) ，) 0! 7 #，当 0

* 0! 时，##,!（.，0）#1! 5$! 在&# 上一致成立。考虑（# *"）的第二个方程

%,"
%0 $ 2"+," # ,"（$!# $!!,"）%

),",!
! % (,! #

,"（$!# $!!," %
)（1! %$!）

! % (（1! %$!）
）#$!! ,""

（4 *!）

对于常微系统

8&
8 0 # $!!&"

&（ 0）3 0 # 0! *
{ #

（4 *"）
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显然 !"#!!$!（ !）% &。根据引理 ’ "( 及比较原理，&"!"# )*+!!$ #’（ $，!）"&（ $#$"），即 !"#!!$ #’

（$，!）% &。因此%#’ , &，& !’ , &，当 !’ !’ 时，&" #(（ $，!）"%( -#(，&" #’（ $，!）"#’ 在$" 上一致成

立。又根据引理 ( "(，当 ! % !’ 时，#(（$，!’）, &，于是 "./"#(（$，!’）, &。

取（(&(，(&’）%（%( -#(，#’），（ ’&(，’&’）%（$，&）。其中

$ ( #".｛(
0（

(
)(

* (
)) ’

），"./
"
#’（$，!’）｝，#’ ( #".｛#(，

(
0 ｝

易证（(&(，(&’）与（ ’&(，’&’）满足（’ " 1），而且是（& " ’）在 !’ !’ 时的耦合上下解。由定理 ’ " ’，存在拟解（*&(，

*&’）和（ &
2
(，&

2
’）使得（& "’）的唯一解（#(，#’）满足

&" ’&+ " &
,
(" #+（$，!）"（*&+ "(&+（ ! ! $，& #$"）（ + ( (，’）

而且（*&(，*&’），（ &
2
(，&

2
’）满足（’ "(&）。由#( 的取法可知，2$& -

-（%( -#(）

( - .（%( -#(）
3 &，则 2$& 2$(*&’ -

-*&(
( - .*&(

3 &。由（’ "(&）的第 ’ 式得*&’ % &，则 &
2
’ % &，从而*&( % &

2
( % %(，因此我们得到（*&(，*&’）%（ &

2
(，&

2
’）%（%(，

&）。应用定理 4 "’，我们得到（& "’）的解（#(（$，!），#’（$，!））当 !!$时收敛于（%(，&）。

注 4 "( 上述结论的生物学意义为，如果捕食者的死亡率很大，而且响应函数所控制的食物转化率很

小，捕食者趋向于灭绝，食饵一致生存并且种群密度趋向于 %(。

下面讨论（& "’）在（ &+( ，&+’ ）的全局稳定性，先在引理 4 "( 中考虑（’ "0）存在唯一正解的条件。

引理 4 "( 如果系数满足 2$& -
- )(’ - 0)) ’ 2 )(

’)’ - .（ )(’ - 0)) ’ 2 )(）
, & 即 %’ , &，. 2 )("&。那么系统（’ "0）

存在唯一正解（ &+( ，&+’ ），而且 $&
- 2 .$&

3 /+( 3 %(。

证明要使（’ "0）存在正解，那么只要下列关系成立

（( , )( &( , )’ &(’）,
&’

( * .&(
( &

（,$& ,$( &’）*
-&(

( * .&(
(









 &
（4 "4）

也就是说下列成立

&’ (（( * .&(）（( , )( &( , )’ &(’

&’ ( (
$(

（,$& *
-&(

( * .&(
{ ）

（4 "0）

讨论两条曲线 0( 1 2（$）(（( * .$）（( , )( $ , )’ $’） 0’ 1 3（$）( (
$(

（,$& * -$
( * .$）

在 $ , & 时的情形，24（$）% 2 4.)’ $’ 2 ’（)’ - .)(）$ - . 2 )("&，34（ $）% -
$(（( - .$）’ , &，2（ $&

- 2 .$&
）,

&，3（ $&
- 2 .$&

）% &，2（%(）% &，3（%(）% %’ , &。所以 0(，0’ 在 $ , & 时存在唯一交点（ &+( ，&+’ ），而且

$&
- 2 .$&

3 &+( 3 %(。

定理 4 "’ 如果系统（& "’）的系数满足下列关系，$& 充分小，而且 . 2 )("&，5’ 3 (，$( 3 -" .$(（%(

- %’），那么当 !!$时，系统（( "’）的解（#(（$，!），#’（$，!））!（ &+( ，&+’ ）在$"中一致成立。

即 !"#5 !!$（#(（$，!），#’（$，!））%（ &+( ，&+’ ）其中（ &+( ，&+’ ）为（’ "0）的唯一正解。

证明先应用定理 ’ "(，我们得到 !"# )*+!!$ #(（ $，!）"%(，!"# )*+!!$ #’（ $，!）"%’。也就是说%#(

, &，& !( , &，当 !’ !( 时，&"#(（$，!）"%( -#(，&" #’（ $，!）"%’ -#( 在$" 上一致成立。又根据引理

( "(，当 ! % !( 时，#+（$，!）, &，于是 "./"#+（$，!(）, &（ + % (，’）

下面我们考虑 !’ !( 时的情形，如果（(&(，(&’）%（%( -#(，%’ -#(）与（ ’&(，’&’）%（#’，#’）为（’ " 0）的耦

合上下解，只需满足下列条件
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! ! "!（#! $!!）! ""（#! $!!）
" ! !"

! $ %（#! $!!）
! #

!"# !"!（#" $!!）$
&（#! $!!）

! $ %（#! $!!）
! #

! ! "!" ! ""（!"）
" !

#" $!!
! $ %!"

" #

!"# !"!!" $
&!"

! $ %!"
"















 #

（$ ’%）

此时取!! & ’()｛
! * #"

" ，()+#(!（)，*!）｝，!" & ’()｛
! * #!

,（"! - ""）
，!｝，"#!（ & *"!）!"。于是（$ ’%）恒成立。由

定理 " ’" 存在拟解（#+!，#+"），（ +
*
!，+

*
"）使得 # . +

*
!!#+!!#!，# . +

*
"!#+"!#"。而且

#+!（! ! "!#+! ! ""#+!"）!
+
!
"#+!

! $ %#+!
, # , +

!
!（! ! "! +

!
! ! "" +

!
!
"）!

#+" +
!
!

! $ %+
!
!

#+"（!"# !"!#+"）$
&#+"#+!

! $ %#+!
, # , +

!
"（!"# !"! +

!
"）$

&+
!
" +
!
!

! $ %+
!










!

（$ ’/）

由（$ ’/）第 ! 式在（#，#!］0（#，#"］内的单调性得，#+! & +
*
!，#+" & +

*
"。故应用定理 " ’"，我们得到（# ’"）的解

（(!（)，*），("（)，*））当 *$1时收敛于（ +%! ，+%" ）。

注 $ ’" 上述结论的生物学意义为，当捕食者的死亡率很小时，食饵与捕食者可能一致共存，而且

捕食者与食饵的密度趋向稳定。
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