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摘 要：在安定下限 &’()* 定理的基础上，基于弹塑性有限元法，得到稳定的残余应力场，从

而提出了安定分析的新方法。该方法理论清楚、实用简便，采用特殊的实施步骤可以方便的

求解复杂载荷问题。最后证明该方法用于结构安定分析是可行的。
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在工程实际问题中，比如在高科技领域，如

核工程、空间工程、海洋平台、水利工程等结构，结

构所受到的外载往往是在一定范围内重复变化的

载荷，当荷载小于安定载荷时，即结构是安定的。

反之，在每个载荷循环都将产生塑性变形，结构最

终导致循环塑性（低周疲劳）或渐增塑性（棘轮）破

坏，即结构是不安定的。所以研究安定分析方法

是迫切的。但由于结构安定分析最终归结为求解

一个数学规划的极值问题，而这个数学规划格式

含有多个变量和约束，而约束和变量的数目越多，

变成了大规模的数学规划问题，造成维数障碍。

目前很多研究都围绕着发展安定分析方法而展

开，其中大量的工作就是为了克服维数障碍问题。

文献［"］提出了结合残余应力场的理论，用弹塑性

有限元法来分析研究结构的安定性，避免维数障

碍问题。但是该方法在实际工程应用中遇到了困

难，程序单一、解决问题有限。本文作者也提出了

一种以 &’()* 理论为基础结合弹塑性有限元法来

求解结构的安定极限的方法，克服了维数障碍问

题，并比文献［"］的方法简单实用。

" 安定分析理论基础

" ." 下限定理

下限定理（&’()*）：如果能找到一个与时间无

关的自平衡残余应力场，它与给定荷载范围内任

意路径下的外荷载产生的弹性应力的组合不违背

屈服条件：!（"
!
"# 4"$

"#）5 # 则结构安定［!］。"$
"#为自

平衡残余应力场，"!
"#为弹性应力。

" %! 判断准则

载荷可以分为单荷载参数情况和复杂加载情

况，复杂加载是指载荷的变化取决于两个以上的

独立参数。

" %! %" 单荷载参数情况

确定安定极限可以用求出的残余应力场来进

行判断。

#"# &""# ’"!
"#

#"#式中表示残余应力场，"!
"#为载荷作用得到的纯

弹性应力，""#为得到的实际的应力场，可以由弹塑

性分析得到。

在得到了残余应力场后，载荷在一定范围内

变化，结构的应力响应该始终保持为弹性，此时得

到的应力场即为最佳残余应力场。就说明结构达

到了安定极限状态，对应的载荷就是安定极限载

荷。判断屈服准则为：!（#"#）" #，!表示屈服函

数。

" %! %! 复杂加载情况

67897:;9< 和 =(’<>’8 提出的理论认为荷载空

间所有顶点在全部可能的加载方式作用下结构安

定，则在载荷空间内的任何加载方式下都将使结

构安定。由于复杂加载是指载荷的变化取决于两

个以上的独立参数，所以在判别结构是否安定时
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要研究不同载荷顶点下结构的安定情况。如果任

何一个载荷顶点下在全部可能的加载方式作用下

结构安定，说明结构在载荷空间内的任何加载方

式下都是安定的。由此可知，结构是否安定关键

在于判别各种不同加载方式下结构是否安定。

判别准则可以表示为：

!!" #"!" $"%
!"

#（!!"）! !

#（!!" &"%
!"）!

{
!

对于任意一个加载方式都要用上述判别式来

判别。由上式可见，判别结构是否安定必须判别

残余应力场是否屈服和得到残余应力场之后在弹

性加载下结构是否屈服这两种不同的情况，如有

任一情况不满足，则结构是不安定的。

文献［"］对复杂加载情况处理起来比较复杂，

假设总共有 ’ 个载荷顶点，从其中任一点起依次

对各点进行加载，如果加到某一个顶点载荷时，结

构中有区域进入塑性，则以此为起点，继续保证循

环一周，即再做 ’ 次加载。在对每一个顶点进行

加载卸载的同时，判断各点的残余应力是否受到

破坏。在求解残余应力场的过程中对于复杂加载

的情况处理更为复杂，详见文献［"］。而且文献

［"］采用的判别准则不能和单荷载参数情况下的

判别准则很好的统一起来，本文采用的判别准则

却很简单，可以把所有载荷参数情况的求解方法

表达为统一的模式，同时以此为基础给出了加载

方法及步骤。

# 加载方法及步骤

采用增量加载弹塑性分析方法，加载模式可

以用曲线表示如图 "。

图 " 加载模式图

!"#$" %&’( )’*+

分析步骤：

（"）在第 ! 增量步对循环载荷作用下的结构

实施弹塑性分析，在循环过程中得到一系列的残

余应力场，当!!"值稳定以后，就可以认为!!"是一

个与时间无关的应力场。残余应力场可以取时刻

(#、($、(% 和 (& 得到的应力场，当然只有当!!"稳定

以后的值才是可靠的。关于!!"值是否稳定，可以

通过结果数据处理很方便的判别出来。

（#）在第 ! 步增量结束得到残余应力场以后，

再对结构进行弹性分析，然后判别结构叠加的应

力场是否屈服。将这一步加载的弹性应力，叠加

上前一步加载的残余应力，看有没有区域进入塑

性。若有，记下此时总的残余应力场，再加第 ! ’ "
步载荷。若没有，直接加第 ! ’ "步载荷。

（(）继续反复进行增量加载，相应的得到一系

列的极限载荷值 )。

（$）得到的载荷 ))*+即为安定极限载荷。

如果结构在分析阶段都满足判别条件，表明

结构是安定的，可以进一步加载；如果分析过程中

结构不满足安定条件，则停止加载，说明载荷 )
达到安定极限值。

( 算例分析

为了验证本文方法的正确性，采用了以下算

例来验证。

( *" 算例 "
受循环内压 ) 的厚壁圆筒的安定分析，是一

个有解析解的验证算例。为了验证结果的正确

性，本文计算了四种不同内外径比的厚壁圆筒。

材料参数：弹性模量 # *" , "!- ./*，泊松比 ! 0(，屈

服极限 #!! ./*，本文作为平面问题来求解。本

文解和解析解见表 "，曲线图如下。该厚壁圆筒

的理论安定解为两倍的弹性极限值，表 " 中已经

列出。可见本文的数值解和解析解是很接近的，

说明本文的求解方法是可行的。

表 " 极限载荷

*’,-." /-*"0’*. -&’(1

* 1 2 弹性极限 安定下限 两倍弹性极限 塑性极限

!0#! "#-0"3 #$40%3 #-!0($ (3"03!
!0#- ""&0%& #(%0%3 #(30(% (#!0"-
!0(( "!40"% #"30%4 #"&0(# #-(03"
!0-! &40"4 "%!0!3 "3&0(& "%!0!3
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图 ! 安定下限与两倍弹性极限

!"#$! %&’() *&+,- ./0+( &1 23/4(-&’, /,- 5’&

图 " 结构极限载荷包络图

!"#$" 65)+75+)( +05"8/5( 0&/-25"8(2 (0/25"7 ./0+(

" !! 算例 !
某一悬臂梁，取平面应力问题研究。受均布

载荷 " 和轴向力 # 作用，长 $ # $%%，高 % # &%。

材料参数弹性模量 & # ! !’ ( ’%) *+,，泊松比!#
% !"，单轴屈服应力强度"’ # !%% *+,，采用 *-./
屈服准则。" 和 # 均为变载，%!"!$ !$$ *+,，0
!$% *+,!#!%，符号均以压为正。研究结构的安

定问题，求解安定下限值。

图 $ 悬臂梁

!"#$$ 7/,5/0(.() *(/8

图 ) 结构极限载荷包络图

!"#$) 65)+75+)( +05"8/5( 0&/-2

从曲线图 ) 我们可以看出，安定极限曲线包络图

处于弹性极限值和塑性极限值包络图之间，当载

荷变化值处于安定极限包络图内的区域说明结构

是安定的，否则是不安定的。

由图可以发现，安定极限值并不单纯的和弹

性值和塑性值有近似的关系，安定极限值在载荷

变化过程中敏感性比较强。

当 ( 在 " !" 1 $ !$ 变化时，安定曲线图表现出

一个相当长的水平段，当 ( 2 " ! " *+, 时 # # 0 3
*+,，( # $ !% *+, 时 # # 0 ! *+,，这时 # 值已经

是非常的小，这种情况结构是否安定取决于 ( 的

取值。结果表明，安定下限值的包络图并不一定

是丰满的，特别是在复杂加载的情况下可能表现

出拐点，我们应该引起注意的是当 ( 2 ! !) *+, 结

构的安定极限急剧下降的情况，这更进一步的说

明了安定极限值的敏感性。

$ 结论

（’）通过算例可以发现，本文采用的安定分析

方法是可靠的，并且精度还是很高的。

（!）在处理复杂载荷问题时，得出的结果也很

理想的。

（"）计算结果发现，安定极限值在载荷变化过

程中敏感性比较强。

（$）对具体问题通过合理选择适当的屈服准

则，便可将此方法用来解决某些具体的工程实际

问题。
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浆可能在实际造成新的病害，过量材料泵入面板

底部引起面板和原有基层脱离接触，结果局部应

力集中。

（!）一次压浆结束达到养生期后，通过弯沉检

测，若板块出现单点弯沉大于控制代表值的点位

处必须进行第二次压浆。但二次压浆应控制压浆

量，以防止过压。同时二次压浆的浆体硬化强度

应比第一次压浆强度高，否则，在面板与基层之间

易形成夹层。

! 工程实例

"#$ 国道盐城南段全长 %& ’(，)%%* 年建成通

车，路面结构为 "" +( 厚 ,!# 混凝土面层 - "# +(
厚石灰、粉煤灰土稳定粒料基层 - "# +( 厚石灰

土底基层。使用几年后路面出现大面积板底脱空

及错台等现象。经过论证，"##" 年决定在 .## ’(
- ### / .!% ’( - *## 路段采用压浆技术处理病

害。压浆材料配比水泥 0粉煤灰 0水 0 12"$ 0铝粉 3

)0) # 4%* # 4)5 # 4 ##)；"$6 抗压强度为 ! 789，并

且 "$ 6 开放交通。通过观测，压浆地段的唧泥现

象得到根本控制，并且接缝处的弯沉值均小于

"#。两年来，压浆路段的面板基本未发生新的断

板等病害，原有病害的发展得到了有效控制。在

经济效益上，压浆的费用是路面板块修复费用的

三分之一，经济效益显著。

$ 结语

板底脱空及错台是水泥路面中后期的主要病

害之一。板底脱空在行车荷载作用下易造成面板

的断裂。错台导致路面使用品质的下降。压浆是

解决上述病害的有效手段，采用正确的压浆工艺，

能够有效降低断板的发生率，延长路面的使用寿

命，并且压浆处治对行车影响不大，可避免清除破

碎板废渣，减少环境的污染，具有良好的社会效益

和经济效益。因此，压浆技术和工艺在水泥砼路

面养护工作中值得进一步推广。
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