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摘 要：把用 ’$"()算符表示的哈密顿量转化成用 !"##$%& 算符表示。利用 !"##$%& 算符的归
一性和正交性给出了 !"##$%& 算符 和 ’$"()算符之间转化的运算公式，从而实现了哈密顿量
表示方式的转化，得到了用 !"##$%& 算符表示的自旋梯模型的哈密顿量。利用自旋梯模型的
哈密顿量做为例子，完成了用 ’$"()算符表示的哈密顿量转化成用 !"##$%& 算符表示。
关键词：哈密顿量；!"##$%& 算符；’$"()算符
中图分类号：2/**,* 文献标识码：3 文章编号：*4-* 5 67++（+..6）.+ 5 ...* 5 .6

众所周知，物理学中哈密顿量是非常重要的，尤其是在量子力学中。在许多学科领域中都涉及到哈密顿

量，例如：在可积模型中求散射矩阵 !［*］，研究开边界条件［+］等等问题中，哈密顿量都起着重要的作用。
但是在很多情况下哈密顿量是用不同的算符表达出来的，例如常用的算符有 !"##$%&算符［7］和 ’$"()算
符［/］，因此，研究这两种算符之间的转化就很重要。下面我们就研究 ’$"()算符和 !"##$%&算符之间的转
化，我们以自旋梯模型的哈密顿量［/］做为例子来研究究 ’$"()算符和 !"##$%&算符之间的转化。

* 可积模型的哈密顿量及基矢

自旋梯模型的哈密顿量为：
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上式中!$ 和"$ 是作用在第 $ 级梯的 ’$"()矩阵 :是级梯间的耦合力。下面给出 ’$"()矩阵的表示
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我们定义产生算符!9和湮灭算符!5：

!9 8 *
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+（!& 5 (!’）， （7）

把方程（+）代如方程（7）得：
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首先，介绍运算中用到的一些符号和算符，假设有两种粒子!和"，矩阵!和矩阵"代表两种粒子
的 ’$"()算符，每种粒子的矩阵只作用在该粒子上，而对其它粒子不起作用。每种粒子只占据两种可能
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态中的一种态。算符 !!"" ! !"〉〈"" 代表 !"##$%&算符，!"〉代表 !’(#)%*空间第 " 个级梯的 +’%$,态并且
同一级梯的 +’%$,态是正交的。态 #，$〉代表两种粒子的自旋态，态 "〉代表自旋向上，态 #〉代表自
旋向下，算符的运算法则如下：

-$"(’算符表示的产生算符#.和湮灭算符#/作用在#粒子的自旋态上的运算法则为：

#. #〉0 "〉，#. "〉0 12#/ "〉0 #〉，#/ #〉0 12 （3）
-$"(’算符表示的产生算符$.和湮灭算符$/作用在$粒子的自旋态上的运算法则为：

$. #〉0 "〉，$. "〉0 12$/ "〉0 #〉，$/ #〉0 12 （4）
我们选择基矢为：

1〉0 5
$6
（ "#〉/ "#〉），5〉0 "，"〉；6〉0 5

$6
（ "#〉. "#〉），7 8〉0 #，#〉2 （9）

并且基矢是归一的，即

1〉〈1 . 5〉〈5 . 6〉〈6 . 8〉〈8 0 # （:）
令 -$"(’算符#作用在基矢上得：

#. 1〉0 / 5
$6

5〉 （;）

#. 5〉0 1 （51）

#. 6〉0 5
$6

5〉 （55）

#. 8〉0 5
$6
（ 1〉. 6〉） （56）

6 !"##$%&算符和 -$"(’算符之间的转换

本节主要介绍 -$"(’算符和 !"##$%& 算符之间的转换关系。
产生算符#.用 !"##$%&算符表示为：

#. 0 5
$6
（/ !56 . !56 . !18 . !68） （58）

公式（5）中第一项可改写为公式（5<）
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"$$
".5 .#$

"#$
".5 .#$

"$$
"#$

".5$
$
".5 .

6（$.
"$/

".5 .$/
"$.

".5 .#.
"#/

".5 .#/
"#.

".5）. 6（#.
"$

$
"#/

".5$
$
".5 .#/

"$
$
"#.

".5$
$
".5 .
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式（5）中的第二项可表示为式（53）

!"·"" / 5 0 / <!11
" （53）

因为 !"##$%&算符是正交的，故有

!!"!!="= 0%"!= !
!"= （54）

用 !"##$%&算符表示 -$"(’算符#算符和$算符为：
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!!"
" !#$

"%$ % !!"
" !"#

"%$ % !!"
" !"!

"%$ & !!"
" !!$

"%$ & !$!
" !#$

"%$ & !$!
" !"#

"%$ & !$!
" !"!

"%$ % !$!
" !!$

"%$ （#!）

!&
"!%

"%$ ’ $
#（!#$

" % !$#
"%$ % !#$

" !#"
"%$ % !#$

" !!"
"%$ & !#$

" !$!
"%$ % !"#

" !$#
"%$ % !"#

" !#"
"%$ % !"#

" !!"
"%$ & !"#

" !$!
"%$ %

!"!
" !$#

"%$ % !"!
" !#"

"%$ % !"!
" !!"

"%$ & !"!
" !$!

"%$ & !$!
" !$#

"%$ & !$!
" !#"

"%$ & !$!
" !!"

"%$ % !$!
" !$!

"%$ （#$）

式（$(）和式（#$）的求和得：

"%
""&

"%$ %!%
"!&

"%$ ’（!$!
" % !!$

"%$ & !$!
" !"!

"%$ % !$#
" !#$

"%$ % !$#
" !"#

"%$ % !#"
" !#$

"%$ % !#"
" !"#

"%$ & !!"
" !!$

"%$ % !!"
" !"!

"%$

（#"）

式（#!）和式（##）的求和得：

"&
""%

"%$ %!&
"!%

"%$ ’（!!$
" % !$!

"%$ & !!$
" !!"

"%$ % !#$
" !$#
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"%$ % !"#
" !$#

"%$ % !"#
" !#"

"%$ & !"!
" !$!

"%$ % !"!
" !!"

"%$

（#)）

式（$)）中第五项用 *+,,-./算符表示为：

#（!%
"!&

"%$ %!&
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"%$ %"%
""&

"%$"&
""%

"%$ ’

#［（!$!
" % !!$
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"%$ & !!"
" !!$

"%$ % !!"
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"%$）%

（!!$
" % !$!

"%$ & !!$
" !!"

"%$ % !#$
" !$#

"%$ % !#$
" !#"

"%$ % !"#
" !$#

"%$ % !"#
" !#"

"%$ & !"!
" !$!

"%$ % !"!
" !!"

"%$）］ （#0）

1-+23算符!# 和"# 用 *+,,-./算符表示为：

"#
""#

"%$ ’（!$$
" % !$$

"%$ & !$$
" !""

"%$ & !$$
" !#!

"%$ & !$$
" !!#

"%$ & !""
" !$$

"%$ % !""
" !""

"%$ % !""
" !#!

"%$ % !""
" !!#

"%$ &

!#!
" !$$

"%$ % !#!
" !""

"%$ % !#!
" !#!

"%$ % !#!
" !!#

"%$ & !!#
" !$$

"%$ % !!#
" !""

"%$ % !!#
" !#!

"%$ % !!#
" !!#

"%$ （#4）

!#
"!#

"%$ ’（!$$
" % !$$

"%$ % !$$
" !!#

"%$ % !$$
" !#!

"%$ & !$$
" !""

"%$ % !!#
" !$$

"%$ % !!#
" !!#

"%$ % !!#
" !#!

"%$ & !!#
" !""

"%$ %

!#!
" !$$

"%$ % !#!
" !!#

"%$ % !#!
" !#!

"%$ & !#!
" !""

"%$ & !""
" !$$

"%$ & !""
" !!#

"%$ & !""
" !#!

"%$ % !""
" !""

"%$ （#5）

对式（#4）和式（#5）求和，我们得式（$)）的第二项和第三项用 *+,,-./算符表示为：

!#
""#

"!#
"%$"

#
"%$ ’（!$$

" % !$$
"%$ & !$$

" !""
"%$ & !""

" !$$
"%$ % !""

" !""
"%$ % !#!

" !#!
"%$ % !#!

" !!#
"%$ % !!#

" !#!
"%$ % !!#

" !!#
"%$）

（#6）

我们得式（$)）的第四项用 *+,,-./算符表示为：

!#
""#

"!#
"%$"

#
"%$ ’（!$$

" % !$$
"%$ & !$$

" !!!
"%$ & !$$

" !##
"%$ % !$$

" !""
"%$ & !!!

" !$$
"%$ % !!!

" !!!
"%$ % !!!

" !##
"%$ & !!!

" !""
"%$ &

!##
" !$$

"%$ % !##
" !!!

"%$ % !##
" !##

"%$ & !##
" !""

"%$ % !""
" !$$

"%$ & !""
" !!!

"%$ & !""
" !##

"%$ % !""
" !""

"%$ （#(）

1-+23算符!$和"$（$ ’ %，&，#）的积用 *+,,-./算符表示为：

!%
""

#
"!&

"%$"
#
"%$ ’ $

#（& !$!
" !#$

"%$ % !$!
" !"!

"%$ % !$!
" !"#

"%$ % !$!
" !!$

"%$ & !#"
" !#$

"%$ % !#"
" !"!

"%$ % !#"
" !"#

"%$ % !#"
" !!$

"%$ &

!!"
" !#$

"%$ % !!"
" !"!

"%$ % !!"
" !"#

"%$ % !!"
" !!$

"%$ % !$#
" !#$

"%$ & !$#
" !"!

"%$ & !$#
" !"#

"%$ & !$#
" !!$

"%$ （"!）

!&
""

#
"!%

"%$"
#
"%$ ’ $

#（& !#$
" !$!

"%$ & !#$
" !#"

"%$ & !#$
" !!"

"%$ % !#$
" !$#

"%$ % !"!
" !$!

"%$ % !"!
" !#"

"%$ % !"!
" !!"

"%$ & !"!
" !$#

"%$ %

!"#
" !$!

"%$ % !"#
" !#"

"%$ % !"#
" !!"

"%$ & !"#
" !$#

"%$ % !!$
" !$!

"%$ % !!$
" !#"

"%$ % !!$
" !!"

"%$ & !!$
" !$#

"%$ （"$）

!#
""%

"!
#
"%$"&

"%$ ’ $
!#
（!$!

" % !$#
" % !!"

" & !#"
" ）

$
!#
（!#$

"%$ !!$
"%$ & !"#

"%$ % !"!
"%$）

’ $
#（!$!

" !#$
"%$ % !$!

" !!$
"%$ & !$!

" !"#
"%$ % !$!

" !"!
"%$ % !$#

" !#$
"%$ % !$#

" !!$
"%$ & !$#

" !"#
"%$ % !$#

" !"!
"%$ %

!!"
" !#$

"%$ % !!"
" !!$

"%$ & !!"
" !"#

"%$ % !!"
" !"!

"%$ & !#"
" !#$

"%$ & !#"
" !!$

"%$ % !#"
" !"#

"%$ & !#"
" !"!

"%$）（"#）

·"·第 #期 吴俊芳等：*+,,-./算符和 1-+23
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""

算符之间的转换

万方数据



!!
""!

"!
!
""#""

""# $ #
%（#%#

" " ##&
""# " #%#

" ##%
""# " #%#

" #&’
""# ! #%#

" #%’
""# " #&#

" ##&
""# " #&#

" ##%
""# " #&#

" #&’
""# ! #&#

" #%’
""# "

" #’&
" ##&

""# " #’&
" ##%

""# " #’&
" #&’

""# ! #’&
" #%’

""# ! #’%
" ##&

""# ! #’%
" ##%

""# ! #’%
" #&’

""# " #’%
" #%’

""# （’’）

式（’&）和（’%）的和为：

!"
""

!
"!!

""#"
!
""# "!!

"""
"!

!
""#"!

""# $（##&
" #’&

""# " ##&
" #&#

""# ! #%’
" #%#

""# "

#%’
" #’%

""# " #&’
" #’&

""# " #&’
" #&#

""# " ##%
" #%#

""# ! ##%
" #’%

""#） （’(）

式（’#）和（’’）的和为：

!!
""

!
"!"

""#"
!
""# "!!

""!
"!

!
""#""

""# $

（! #%#
" #%’

""# " #%#
" ##%

""# " #&#
" ##&

""# " #&#
" #&’

""# " #’&
" ##&

""# " #’&
" #&’

""# " #’%
" #%’

""# ! #’%
" ##%

""#） （’)）

由式（’(）和式（’)）我们得式（#(）的第六项用 *+,,-./算符表示为：

!"
""

!
"!!

""#"
!
""# "!!

"""
"!

!
""#"!

""# "!!
""

!
"!"

""#"
!
""# "!!

""!
"!

!
""#""

""# $

（##&
" #’&

""# " ##&
" #&#

""# ! #%’
" #%#

""# " #%’
" #’%

""# " #&’
" #’&

""# " #&’
" #&#

""# " ##%
" #%#

""# ! ##%
" #’%

""#）!

#%#
" #%’

""# " #%#
" ##%

""# " #&#
" ##&

""# " #&#
" #&’

""# " #’&
" ##&

""# " #’&
" #&’

""# " #’%
" #%’

""# ! #’%
" ##%

""#） （’0）

1-+23算符!$ 和"$（ $ $ "，!）的积用 *+,,-./算符表示为：

!"
"""

" $ ##’
" （’4）

!!
""!

" $ #’#
" （’5）

!"
""!

" $ #
%（#’%

" ! #%&
" " #&%

" ! #&&
" ） （’6）

!!
"""

" $ #
%（#%&

" " #%%
" ! #&&

" ! #&%
" ） （(&）

!!
"""

" $ #
!%
（##&

" " ##%
" " #&’

" ! #%’
" ） （(#）

!!
""!

" $ #
!%
（#%#

" " #&#
" ! #’%

" " #’&
" ） （(%）

"!
"!"

" $ #
!%
（##%

" ! ##&
" ! #%’

" ! #&’
" ） （(’）

"!
"!!

" $ #
!%
（#%#

" ! #&#
" ! #’%

" ! #’&
" ） （((）

!"
""

!
" $ #
!%
（! ##&

" ! #%’
" ! #&’

" " ##%
" ） （()）

!!
""

!
" $ #
!%
（#%#

" ! #’&
" ! #’%

" ! #&#
" ） （(0）

!!
""!

" $（###
" ! #&&

" ! #%%
" " #’’

" ） （(4）

!"
"""

"!!
""#"!

""# $ ##’
" #’#

""# （(5）

!"
""!

"!!
""#""

""# $ #
(（#&%

" #%&
""# " #&%

" #%%
""# ! #&%

" #&&
""# ! #&%

" #&%
""# " #%%

" #%&
""# " #%%

" #%%
""# ! #%%

" #&&
""# ! #%%

" #&%
""# !

#&&
" #%&

""# ! #&&
" #%%

""# " #&&
" #&&

""# " #&&
" #&%

""# ! #%&
" #%&

""# ! #%&
" #%%

""# " #%&
" #&&

""# " #%&
" #&%

""#） （(6）

!!
"""

"!"
""#"!

""# $ #
(（#%&

" #&%
""# " #%&

" #%%
""# ! #%&

" #&&
""# ! #%&

" #&%
""# " #%%

" #&%
""# " #%%

" #%%
""# ! #%%

" #&&
""# ! #%%

" #%&
""# !

#&&
" #&%

""# ! #&&
" #%%

""# " #&&
" #&&

""# " #&&
" #%&

""# ! #&%
" #&%

""# ! #&%
" #%%

""# " #&%
" #&&

""# " #&%
" #%&

""#） （)&）

!!
""!

"!"
""#""

""# $ #’#
" ##’

""# （)#）

式（)&）和式（)#）求和得：
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!!
!""

!!"
!!#"!

!!# !!"
!"!

!!!
!!#""

!!# $

#
%（"

&%
! "%&

!!# " "&%
! "&%

!!# ! "%%
! "%%

!!# " "%%
! "&&

!!# " "&&
! "%%

!!# ! "&&
! "&&

!!# " "%&
! "%&

!!# ! "%&
! "&%

!!#） （’%）

由式（()）、（’#）和式（’%）我们得式（#(）的第七项用 *+,,-./算符表示为：

!!
!"!

!!"
!!#""

!!# !!"
!""

!!!
!!#"!

!!# ! !!!
!""

!!"
!!#"!

!!# !!"
!"!

!!!
!!#""

!!# $

"#0
! "0#

!!# ! "0#
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!!# !
#
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!!# " "&%
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!!# ! "%%
! "%%

!!# " "%%
! "&&

!!# " "&&
! "%%

!!# ! "&&
! "&&

!!# " "%&
! "%&

!!# ! "%&
! "&%

!!#）

（’0）

故我们得式（#(）用 *+,,-./算符表示为：

（# !!!·!!!#）（# !"!·"!!#）$

# ! (（"#&
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!!# ! "#%
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!!# " "%%
! "##

!!# " "%%
! "00
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同时，归一性可等价与下式：

# $（"&& ! "## ! "%% ! "00）!（"&& ! "## ! "%% ! "00）! $"&&
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把式（’’）代入式（’(）得：

（# !!!·!（ !!#）（# !"!·"!!#）$ (!
0

#，$$ &
"#$! "$#!!# （’1）

由以上运算后我们得哈密顿量（#）用 *+,,-./算符表示为：

# $ #
( 2 (!

$

! $ #
!

0

#，$$ &
"#$! "$#!!# ! #

% %!
$

! $ #
（" ("&&

! ）!
#
%（% " #

%）$

$ !
$

! $ #
!

0

#，$$ &
"#$! "$#!!# " %%!

$

! $ &
"&&

! ! #
%（% " #
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即

# $ !
$

! $ #
!

0

#，$$ &
"#$! "$#!!# " %%!

$

! $ #
"&&

! ! #
%（% " #

%）$ （’)）

这样我们就完成了两种算符之间的转化。

0 结论

利用自旋梯可积模型的哈密顿量，介绍了 4-+56 算符和 *+,,-./算符之间的转化。利用两算符之间

的关系我们也可进行其它哈密顿量在两种算符之间的转化，有了这种转化关系将对我们的工作带来许

多方便。
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