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摘 要：针对单级倒立摆这一非线性系统，在对它的非线性模型进行线性化处理的基础上，利

用滑模变结构控制方法设计了控制律，同时考虑到其实际物理过程，设计了非线性观测器用

于控制律中状态变量的估计。最后在 %&’(&)* +,-.(,/0 上进行了仿真实验，实验结果说明了该

方法的有效性。
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引 言

在检验各种控制方法的控制能力的过程中，

倒立摆是一个非常典型的系统。人们在对倒立摆

系统的控制过程中也在不断试图找到对不稳定、

非线性和模型参数变化具有良好功能和广泛适用

性的控制方法。

变结构控制［"，!］近年在倒立摆系统的稳定控

制中得到了较为广泛的应用，本文利用滑模变结

构控制对倒立摆的镇定问题、台车位置调节问题

进行了研究，考虑到在控制律的设计中包含不可

观测的状态量，给出了基于观测器的变结构控制

方法，仿真结果说明了其有效性。

" 倒立摆数学模型及其线性化

倒立摆小车系统如图 " 所示。它由质量为

! 的小车，长为 !" 的倒立摆构成，倒立摆质量为

#，铰接在小车上。小车在控制函数 $ 的作用下，

沿滑轨在 % 方向运动，使倒立摆在垂直平面内稳

定，即要使摆杆与垂直方向夹角!趋近于 #［4］。

为简单起见，设倒立摆为均匀细杆，执行机构

和轴无摩擦，此时，系统的动力学非线性数学模型

为：

图 " 一级倒立摆系统示意图
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其中 ! 9 "0@， # 9 #8 "0@， " 9 "-， ( 9
7#A*:， ) 9 B8 ;"-*:!。则在平衡点附近倒立摆

系统线性化方程如下：
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$ 基于观测器的变结构控制律设计

在倒立摆的变结构控制中关键问题就是切换

函数及控制规律的选取，其中切换函数必须满足

三个条件：存在性、可达性和稳定性［"，$］，由以上倒

立摆线性化模型可知，该模型满足参考文献［&］中

的结论 $、%、&，则选取滑模面为状态变量的线性

函数，但其前提是被控系统自身是渐进稳定的，一

旦被控系统自身是像倒立摆系统这样的自不稳定

系统，通过广义滑模存在条件和到达条件所求得

的控制函数只能保证状态变量在有限的时间内到

达切换面并进行滑模运动，而并不能保证被控系

统的稳定性，从而导致滑模控制失败。可见对于

倒立摆这样的不稳定系统选取线性切换函数是不

可行的。考虑到倒立摆系统虽然不稳定，但是线

性化后的系统可控，这样可以利用李雅普诺夫稳

定性理论和极点配置方法相结合的方法［’］实现倒

立摆系统的变结构控制。

根据李雅普诺夫稳定性理论，对于一般系统

#$ ! %（$，&）
只要能找到李雅普诺夫函数 ’（"）满足

#’（"）!"(
"$

#$ ! "(
"$

%（$，&）( #，$!#，则系统的

原点是渐进稳定的。如果 ’（$）是径向无限大

的，则原点是全局渐进稳定的。

而对于线性系统 #$ ! )$，只要矩阵 ) 的特征

根实部为负，对于给定正定阵 *，方程 )+, ) ,)
! * * 总存在唯一的正定对称解 ,，使得构造的

正定二次型 +,-./012 函数 ’（$）满足 #’（$）为负

定二次型。因此对于线性化的倒立摆系统方程

#" ! )" ) -.
! ! /"

解决了矩阵 ) 的稳定性问题，就可以利用 +,-3
./012 方法进行滑模变结构控制。在确定相应的

控制函数后，考虑到倒立摆系统中包含像速度 #"
和角加速度 ##这样不易测量的状态变量，设计相

应的状态观测器，将观测器的输出带入控制量表

达式中进行控制。

这样，整个控制算法的过程如下：

（"）求解倒立摆系统在平衡点附近的线性化

状态方程；

（$）利用极点配置，给定闭环极点，确定相应

的反馈控制矩阵 0；

（%）给定正定矩阵 *，求出满足（) * -0）+, )
,（) * -0）! * * 的正定对称阵 ,；

（&）构造正定函数 ’ ! "
$ $+,$，则令

#’ ! $+［,（) * -0）)（) * -0）+,］$ ) $$+,-"1
! * $+*$ ) $$+,-"1 ( #

取控制规律：

"1 ! 1 ) 0$ ! * 02345（-+,$），6 4 #
切换函数 7 ! -+,$。

（’）设计系统观测器，将观测器输出带入上述

控制规律，实现稳定控制。

% 在一级倒立摆线性化模型中的应用

在一级倒立摆系统线性化方程中取 "" ! "，

"$ ! #"" ! #"，"% !!，"& ! #"% ! #!，经检验（)，-）可

控，（)，/）可观。对它取极点集
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计算得到 0 !［"" 5 #" "9 5 86 98 5 &9 %’ 5’7］。

取 * 为单位阵，计算得到
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确定的控制规律为

1 !"1 * 0$ ! * 0$ * 62345（-+,$）

其中 6 ! "#。在确定了相应的控制规律后，针对

倒立摆动态系统，设计形式如下的全维观测器：

#": ! )8" ) 9. ) :（! ) 8!）

!（) * :/）8" ) 9. ) :!
， 8"（#）! 8"#

定义观测器误差为#" ! " * 8"，如果原系统（)，/）

完全可观，则总可以选择 : 阵，使得 ;<$（) * :/）

( #，从而在任意 "# 下有

;< =
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为观测器增益，

仿真结果如下：
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图 ! 位移响应曲线
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图 # 偏角响应曲线
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$ 结论

由于倒立摆系统结构的特殊性及控制的复杂

性，传统的状态反馈方法难以达到预期的控制效

果。对于线性化的倒立摆模型，针对其自身的不

稳定性，在利用 %&’()*+, 稳定性与极点配置结合

的变结构控制律的基础上，考虑到部分参数不能

直接测得，对其设计了观测器。仿真结果表明该

控制器能实现原定控制目标，实时性强、响应快

速，验证了变结构控制作为一种控制系统的综合

方法，无论对于线性还是非线性系统均有普遍的

适用性。
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