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摘 要：空间预应力束引伸量的求解是桥梁施工控制中的重要环节，介绍了在 !"#图形软件
下，空间预应力束引伸量的求解过程，对单端张拉、双端对称张拉、双端不对称张拉以及斜腹

板中预应力束引伸量的求解方法作了详细阐述。
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桥梁施工中，预应力束的张拉一般采用张拉

力和引伸量双控，施工时需要准确的理论引伸量

与实测值进行对比，因此空间预应力束引伸量的

求解是预应力桥梁施工配合中的重要环节。手工

计算预应力束引伸量不太现实，结构计算程序虽

然能输出预应力束引伸量，但实际建模时，一般未

考虑路线平、纵线型的影响，且计算过程中，需要

反复调整预应力束，若每次均将平弯、竖弯完整描

述一遍需要花费大量精力，而施工过程中，有时也

需要对束形进行微调。如何快速、直观、准确计算

空间复杂形状预应力束引伸量成了一个比较棘手

的问题。

"234!"#在工程制图中已经得到普及，它是
一个开放的制图软件，允许用户对其进行二次开

发，利用这个特性可以开发出空间预应力束引伸

量计算程序，只要工程人员将预应力束的平弯、竖

弯束型画出，便可以在 !"#中直接计算出复杂形
状预应力束的引伸量。下面就结合笔者编程体

会，介绍一下 !"#图形电算法的求解过程。

$ 引伸量计算原理

根据桥梁规范［$ 5 %］，预应力束在张拉过程中，

任意一点处的应力为：

!! 6!"
" # 0（ "!7"#）& & & & & & & & & & & & & & &（"）

其中：

!"———锚下控制张拉应力

" ———管道线摩阻系数
! ———张拉端到计算点预应力束空间长度

"———管道角摩阻系数

$———张拉端到计算点预应力束空间转过的
角度

该点处微单元引伸量 8! 6（!! 9$%）"8 &，其
中 $% 为钢束弹性模量，8 & 为微单元长度，于是钢
束的总引伸量!6#（!! 9$%）8 &。由此可见，只要
能求出任意一点至张拉端之间，预应力束的空间

长度和转角，就可得到该点处微小段的引伸量，然

后采用微小段逐步累加的方法得到总引伸量。

% 在 "234!"#中计算任意空间预应力束
引伸量

% &$ 空间角坐标系内预应力束引伸量的求解
理论上，在空间直角坐标系中可以描述任何

复杂形状的预应力束型，而且直角坐标系内的束

型更容易让人有直观理解，下面讨论空间直角坐

标系内预应力束引伸量的计算方法。

% &$ &$ 单端张拉
先解决求解空间束长和转角的问题：用两条

曲线分别表示预应力束的竖弯和平弯线型，组合

成空间束型，曲线由 !"#提供的直线、圆弧、多义
线、椭圆线等基本图元组成，两曲线在 ’ 坐标方
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向必须严格相等，如图 !。

图 ! 空间束长度及转角计算示意
!"# " ! $%&’(&%)"*# +"%#,%--%)"’ ./0)’1 23 .4%)"%& )0*+2*. &0*#)1 5 %*#&0 23 ,2)%)"2*

假定端点 !、" 为张拉端，空间束上有两个靠得非
常近的点 #$ 和 #（ $ # !），其 % 坐标分别为 &$ 和

&（ $ # !），利用这些 $%&曲线基本图元的几何属性，
能够求得这两点空间坐标为（ &$，’$，($）和（ &（ $ # !），

’（ $ # !），(（ $ # !）），只要靠得足够近，两点之间曲线的

空间长度就可以直接利用它们的坐标求得的空间

直线距离代替；要求两点之间空间曲线转过的角

度，可以取它们的中点 #)（ &)，’)，()），求得这三
点组成的空间三角形三个边长为 *、+、,，#$ 到

#（ $ # !）之间转过的空间角度可以用 #) 顶角的补

角!代替：! ’ * ()* +*+
*+ # ++ , ,( )+

+

! , !（! -

!.+时）。
由上述方法，可求得空间束上，任意微小段的

曲线长和该段微小转角，利用逐段累加的方法，得

到从张拉端到该点处的累计空间束长和累计空间

转角，再由公式（!）求得该点处的钢束应力，有了
应力、弹性模量和微段曲线长，可以求出该微段的

引伸量，从 !" 张拉端向 -. 固定端，将每个微段
引伸量累加，就得到了单端张拉空间预应力束的

引伸量。

+ "! "+ 双端对称张拉
若预应力束为双端张拉，而且束型纵向对称，

则从理论上讲，预应力束的中点在张拉过程中是

不动的，这相当于从一个张拉端到预应力束的中

点为单端张拉，只需求解一半空间束的单端张拉

引伸量便可。

+ "! "/ 双端不对称张拉
若预应力束为不对称双端张拉，则两端的引

伸量需分别求解，问题的关键在于如何找到变形

不动点。

图 + 双端对称张拉引伸量计算
!"# " + $%&’(&%)"2* 23 +,%6"*# %-2(*) 23

+2(7&0 , 0*+ .8--0),"’ )0*."2*"*#

不对称预应力束的变形不动点位置是个非常

复杂的问题，在实际张拉过程中，受两端千斤顶行

程速度、功率以及管道摩阻的不均匀性等影响，无

法预知真正的不动点。一般理论计算时，假定左

右两端分别向不动点计算摩阻损失，得到的量值

相等，也就是，不动点左右面的应力应该相等。

由于预应力束是一条空间光滑曲线，任意一

端向另一端求摩阻损失的函数，应该是单调、连

续、光滑的，如图 /。

图 / 不对称空间束单向摩阻损失曲线
!"# " / 9*0 , 6%8 3,"’)"2*%& &2.. ’(,:0 23

%.8--0),"’ .4%)"%& )0*+2*.

由此可见，这两条摩阻损失曲线必然有交点
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!"，也就是不动点。电算过程中，可以先假定不

动点的位置在钢束的中点，由两端分别向不动点

求单端张拉的累计摩阻损失，然后采用二分法，不

断循环，使得两端摩阻计算值趋于相等。由于这

两条曲线为连续、光滑、单调的，所以这个迭代过

程必定是收敛的，最后便可求出真正的不动点位

置。求出不动点位置后，左右两端的引伸量只要

分别采用单端张拉求解法便能得出。

! "! 斜腹板内预应力束引伸量的求解
虽然理论上在空间直角坐标系中可以描述任

何复杂形状的预应力束型，但在工程设计中，常碰

到斜腹板内布置的预应力束，设计人员在制图时，

一般给出的是竖直立面中的预应力束投影和水平

面上的斜向投影，或其它非空间直角坐标系中的

预应力束投影，下面讨论这种情况下预应力束引

伸量的计算。

首先需要确定斜腹板内预应力束的坐标系。

如图 #，斜腹板与水平底板的夹角为!，采用左手
系，! 轴为预应力束前进方向，# 轴向右，$ 轴竖
直向上，$’轴顺斜腹板方向向上，在构件截面上
建立两个坐标系，其中 %!#$ 为空间直角坐标系，
%!#$’为空间斜坐标系。

图 # 斜腹板预应力束坐标系的确定
!"# " # $%&’()"%*"+# ,--./"+’&0 %1%&02 -3 %405

50( 6)’&0 6.0%&.0%% &0+/-+%

图 $ 三种斜坐标表达方式
!"# " $ $76.0%%"-+ 2-/0 -3 &*.00 4"+/ -()"890 ,--./"+’&0% %1%&02

根据工程制图习惯，斜腹板预应力束坐标有

三种表达方式（见图 $）：
（%）& 点斜坐标表达为 &（ ’(，’)，’*%），其中

’) 和 ’*%坐标分别为 & 点垂直 %# 和 %$’轴的投
影坐标。则 & 点在%!#$ 坐标系内坐标可表达为

&（’(，’)，’*），其中，&* & &*%
’()!

* &)
+,)（!-!）

；

（!）& 点斜坐标表达为 &（ ’(，’)%，’*），其中
’)%为过 & 点平行于 !$’平面的平面在 %# 轴上
截取的坐标，’* 为竖直坐标轴 %$ 上的坐标。则
&点在 %!#$ 坐标系内坐标可表达为 &（ ’(，’)，
’*），其中，&) & &)% * &*! + +,)!；
（.）& 点斜坐标表达为 &（’(，’)%，’*），其中

’)%为 & 点到 !$’平面的垂直距离，’* 为竖直坐
标轴 %$ 上的坐标，则 & 点在 %!#$ 坐标系内坐

标可表达为 &（’(，’)，’*），其中，&) & &)%
’()!

* &*!

+ +,)!。以上三种表达方式中，最常用的是第（!）
和第（.）种。
到此为止，我们解决了斜腹板内预应力束的

表达方式和如何将其转换到直角坐系里的问题，

接下来，便可采用前面所述在空间直角坐标系中

求预应力束引伸量的方法，求解任意斜腹板内预

应力束的引伸量了。

! ". /0+12/3电算程序框图
在 /0+12/3中求解任意空间预应力束引伸量

的程序流程图如图 4。

. 结语

在/0+12/3里电算求解空间预应力束引伸
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图 ! 任意空间预应力束引伸量 !"#电算程序流程图
$%& " ! $’() *+(,-.. ,/0+1 (2 3+0)%4& 05(641 (2 +043(5 .*01%0’ *+-.1+-.. 1-43(4. 61%’%7-3 89 !"# *+(&+05

量，设计人员只要在 #$%&’#(中画出竖弯和平弯
曲线，然后分别选取，再输入相关张拉参数便可求

出，该方法方便、直观、迅速，与其它计算手段相

比，优势明显，在笔者所进行的桥梁施工配合中，

取得了令人满意的效果。
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