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!!拟正规子群对有限群结构的影响
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摘"要!如果群"的子群# 与" 的每个()*+,子群"$可交换"即#"$-"$##$则称#为"
的!%拟正规子群%对任意有限群"$我们利用子群的!%拟正规性刻划群" 的结构$给出"为

$%幂零群和$%超可解群的若干充分条件&特别证明了如下结果!设’#"$且’ 为$%可解群$

"&’ 为$%超可解群%若’ 的每个()*+,$%子群"或循环$%子群#的极大子群在"内!%拟正

规$则"为$%超可解群$并推广了相关文献的结果%
关键词!!%拟正规’$%幂零’$%超可解

中图分类号!."/#""文献标识码!0""文章编号!"12"3/’##"#&&/#&’3&&&43&%

""利用有限群"的子群的不同性质来研究群"
的结构是一个许多人都非常感兴趣的课题%子群

的!弱$正规&!弱$(%正规&)%!半$正规&!%拟正规&

*%!%补&条件可换&紧 嵌 入 等 等 条 件 都 与 群" 的

超可解性有着密切关系%在文献’"(中"陈重穆分

别从子群的!%拟正规&)%半正规&弱正规&付正规

性得到群超可解的一些条件%在文献’#"’"%(中"

0)5678(788*89:等利用子群的!%拟正规性得到

群超可解的一些条件%本文主要在文献’""/(的

基础上"利用子群的!%拟正规性刻划有限群" 的

结构"给出"为$%幂 零 群 和$%超 可 解 群 的 若 干

充分条件"并推广相关文献的一些结果%
在本文中"所有的群均为有限群"采用的概念

和符号主要取自文献’1"2(%另外"#)#"表示

*#为 群" 的 极 小 正 规 子 群+"+ )" 表 示*+
为群" 的极大子群+%

""概念和基本引理

定义""群"的子群# 若与" 的每个()*+,
子群"$ 可交换!即#"$-"$#$%就称#为" 的!
%拟正规子群%

引理"!1""设#",为群"-#,的正规$%幂

零子群"则群"也为$%幂零的%

引理#!/""设#$+$"且’#"%若#在

" 内!%拟正规"则#在+ 内!%拟正规"且#’,

’ 在",’ 内!%拟正规%
引理’!/""设#",$""且#,-,#%若#

在" 内!%拟正规"则#%,"在,内!%拟正规%
引理%!2""设#$""若#在" 内!%拟正规"

则#在" 内次正规%
引理/!2""若#是" 的一个极大的!%拟正

规子群"则##"%
引理1!;""!"$若"为$%超可解群"则"-为

$%幂零群#
!#$若"为超可解群"则"-为幂零群#
!’$若"为超可解群"则"有()*+,塔性质%

特别地"若$为&"&的 最 大 素 因 子"则" 有 正 规

()*+,$%子群%
引理2!4""若"是$%可解的外$%超可解群"

则

!"$"-#’"其中#为$%超可解极大子群"

’)#""’ 初 等 交 换"且&’&-$.".’"##%’
-""/"!’$-’-*!"$%

!#$01!#$-"#当#幂零时"’(()*<!"$%
!’$以下四者等价-!"$"为$%幂零群#!#$

"-为$%幂零群#!$$# 为 交 换 群#!%$# 为 循 环
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群!
引理;"设#"2 为群" 的两个子群!若2

-#3""3#$"34%"其 中3"3#$"34 均 为" 的 子

群"且 满 足#35-35#"5-""#"$"4!则#2-
2#!

证明!对4进行归纳!当4-"时命题显然成

立&对4’"可令2"-#3""3#$"343"%!则有归

纳假设#2"-2"#!从而 2-#2""34%!对 2
中任意元素6"可写成

678"9:"4"8#9:#4#$849:;4;
其中85(2""945(34"5-""#"$";&8" 可能为""

:; 可能为零!则

6# 78"9:"4"8#9:#4#$8;9:;4;#
" 78"9:"4"8#9:#4#$8;#9:";4";
" 78"9:"4"8#9:#4#$#8";9

:";4";

$

" 78"9:"4"#8"#9:"#4"#$8";9
:";4";

"" 78"#9:"4"#8"#9:"#4"#$8";9
:";4";

"" 7#8"9:"4"#8"#9:"#4"#$8";9
:";4";

-#6-*#2
其中"8"5(2""9:"54"5(34"5-""#"$";"6-(2!
因此有2#*#2&同 理 可 得#2*2#!故#2
-2#"即知原命题成立!

引理4"1#"设"为!%可解群!则"至少有

一个可解的!!J8**子群"!"且 对 于"的 任 一 子

群!%子群#"可找到一个元素8("使#8*"!&
特别的"任意两个!!J8**子群在"中共轭&

#"主要结果

定理""设#",为" 的$%幂零子群"且"-
#,&若#", 在" 内!%拟 正 规"则" 为$%幂 零

群&
证明!对"的阶进行归纳&
’8(若#",均为" 的极大的!%拟正规子群"

由引理/知"##"",#"&由条件#",为$%幂零

群&故由引理"知""为$%幂零群&
’K(若#",中有一个是" 的极大的!%拟正

规子群"不妨设#&由引理/知"##"&因,不是

" 的极大的!%拟正规子群"由引理%知"存 在 包

含,的" 的极大的!%拟正规子群+"则"-#+
-+#"且

+ 7+ %"7+ %#,<’+ %#(,
因#",在" 内!%拟正规"由引理#及引理’知"

+%#在+ 内!%拟正规",在+ 内!%拟 正 规&

有归纳假设知"+ 为$%幂零群&且由引理/知+
#"&因"-#+"#"+ 为" 的$%幂零正规子群"
由引理"知""为$%幂零群&

’B(若#",都不 是" 的 极 大 的!%拟 正 规 子

群"则由引理%知"分别存在包含#",的" 的极

大的!%拟正规子群+""+#"使#++"+"",+
+#+"&则"-#+#-+##"且

+# 7+# %"7+# %#, 7 ’+# %#(,
因,在+# 内!%拟正规"+#%#在+# 内!%拟正

规"且,"+#%#均为$%幂零群&由归纳假设知"

+# 为$%幂零群"由引理/知+##"&同理可证"

+" 为$%幂 零 群"且 +"#"&由"-#, 知"-
+"+#"而+""+# 为"的$%幂零正规子群&故由

引理"知""为$%幂零群&
推论""/#"设#",为群" 的可解’幂 零(子

群"且"-#,&若#",均在" 内!%拟正规"则为

可解’幂零(群&
定理#"设"为$%可解群&若"的每个()!

*+,$%子群的极大子群在" 内!%拟正规"则"为

$%超可解群&
证明!令"是使命题不真的极小阶反例&
先证条件是商群闭的&
事实上"设 2)#": 设1*2(()*<’"*2("

1"*2 )1*2"若 令1&(()*<’1("1#(()*<
’1"(&则1&(()*<’"("且1# )1&&显 然1*2
-1&2*2"1"*2-1#2*2&由 条 件 知1# 在"
内!%拟正规&故由引理#知"1"*2 在"*2 内!%
拟正规&即知条件是商群闭的&

故若"不是$%超可解群"则"是$%可解外

$%超可解群"由引理2知"

"7#’"=’=7$.".’""#%’ 7"
其中#)#""#为$%超可解极大子群&

若’(()*<’"("则#为’ 在" 中的$%补&
令’" )’&由条件’" 在"内!%拟正规&知’"
与"的()*+,子群可换"而’ 由" 的()*+,子

群生成&从而由引理;知’"#-#’" 为 子 群&若

#’"-""则&"+#&-&’"&-&’&"与’" )’
矛盾&故#’",""又由# 在" 中的极大性"#’"
-#"’"$#&又#%’-""’"-""&’&-$&与.’"
矛盾&故’-()*<’"(&

令1(()*<’#(&于是!-1’(()*<’"(&且

存在!的极大子群1""使得1" 包含1"显然

=’+1" %’=7=’1"+1"=7$
因"为$%可解群""有$%补2&由条 件1" 在"
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内!%拟正规!知1" 与"的()*+,$%子群可换!而

2 由" 的 ()*+, 子 群 生 成&从 而 由 引 理;知

1"2-21" 为子群&
因21"%’+’&事实上!若 21"%’-’!

则’*21"!21"’-21"!而21"’-2"1’#

-2!-"!即得21"-"!&"$2&-&1"&-&!&&
与1" %!矛盾&

又1"%’ %’!且1"%’*21"%’!故

21"%’-1"%’&
令21"%’-1"%’->!又显然>#’!

>#21"&故>#&21"!’’-"&由’ 的 极 小 性

知>-"&从而&’&-$!与! "矛盾&
故"为$%超可解群&
推论#"设"为 可 解 群&若"的 每 个()*+,

子群的极大子群在"内!%拟正规!则"为超可解

群&
定理’"设’#"!且’ 为$%可 解 群!"(’

为$%超可解群&若’ 的每个()*+,$%子群的极大

子群在"内!%拟正规!则"为$%超可解群:
证明!令"是使命题不真的极小阶反例&
先证条件是商群闭的&
事实上!设 2%#": 则 有 ’2(2#"(2!

’2(2.’("’%2#!’2(2 为1%可解群!""(

2#("’2(2#."(’2.""(’#("’2(’#为1
%超可解群&若1(2(()*<""(2#!1"(2 %1(2!

令1&(()*<"1#!1#(()*<"1"#&则1&(()*<
""#!1# %1&!且 1(2-1&2(2!1"(2-
1#2(2&由 引 理#知!1"(2 在"(2 内!%拟 正

规&即知条件是商群闭的&
由引理#知’ 的 每 个()*+,$%子 群 的 极 大

子群’ 在!%内拟正规&由定理’知’ 为$%超可

解群&从而"为$%可解群&
故若"不是$%超可解群!则"是$%可解外

$%超可解群!由引理2知!

"7+1&!=1&=7$!!! "!+ %1& 7"
其中1&%#"!+ 为$%超可解极大子群&

由条件显然"’’’"!又因’ 为$%超可解

群!由引理1知 ’L$%幂零&由文献)"*1&"节引理

2!

’ 7,1&!$/=,=!
于是1&(()*<"’#&令1"(()*<"+#!则

1-1"1&(!?@$""#&令1# %1&!且1##1!则

1"1#-1#1"&由条件1# 在"内!%拟正规!得1#
与+ 的每 个()*+,子 群 可 换!而 + 由 其()*+,

子群生 成&由 引 理;知 1#+-+1#&显 然"’
1#+’+!与+ %"矛盾&

故"为$%超可解群&
推论’""#"设’#"!"(2 为超可解群&若’

的每个()*+,子群的极大子群在"内!%拟正规!
则"为超可解群&

定理%"设"为$%可解群&若"的每个循环

$%子群在" 内!%拟正规!则"为$%超可解群&
证明!令"是使命题不真的极小阶反例&
先证条件是商群闭的&
事实上!设2%#"&由于"为$%可解群!故

2 为$%群或为$L%群&对"(2 的每个循环$%子群

A(2-&B2’-&B’2(2!&B2&-$!&则B$
!
(2&

若2 为$L%群!则&B&-$!&若 2 为$%群!由&B’

2(2.&B’("&B’%2#知&B’为$%群&由条件&B’
在"内!%拟正规!由引理#知!A(2 在"(2 内

!%拟正规&即知条件是商群闭的&
故若"不是$%超可解群!则"是$%可解外

$%超可解群!由引理2知!

"7#’!=’=7$!!! "!#%’ 7"
其中’%#"!#为$%超可解极大子群&

对’!由引理4知!存在"$(!?@$""#!使得

’*"$&令&8’为"$ 的包含在’ 中的极小正规子

群&显然&8&-$&因"为$%可解群!"有$%补"$
L&由条件&8’在"内!%拟正规!而"$L由" 的()!
*+,子群生成&从而由引理;知&8’"$L-"$L&8’&
因

&8’7 &8’"$L%’#&8’"$L
得"$L*’""&8’#&又显然"$*’""&8’#!故&8’

#"&由’ 之极小性知&8’-’!即知&’&-$!与

! "矛盾&
故"为$%超可解群&
推论%"设"为可解群&若"的每个循环子

群在" 内!%拟正规!则"为超可解群&
定理/"设’#"!且’ 为$%可 解 群!"(’

为$%超可解群&若’ 的每个循环$%子群均在"
内!%拟正规!则"为$%超可解群&

证明!令"是使命题不真的极小阶反例&
由引理#知’ 的每个循环$%子群均在’ 内

!%拟正规!由定理%知’ 为$%超可解群&从而"
为$%可解群&

先证条件是商群闭的&
事实上!设2%#"&由于"为$%可解群!故

2 为$%群或为$L%群&由条件知’2(2#"(2!
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’2!2.’!"’%2#$’2!2 为$%可解群$
""!2#!"’2!2#."!’2.""!’#!"’2!’#
为$%超可解群&且对’2!2 的每个循环$%子群

A!2-%B2&-%B&2!2$以及%B&在"内!%拟正

规$且由定理/的证明知A!2 在"!2 内!%拟正

规&即知条件是商群闭的&
故若"不是$%超可解群$则"是$%可解外

$%超可解群$由引理2知$

"7+1&$=1&=7$!$! "$+ %1& 7"
其中1&’#"$+ 为$%超可解极大子群&

由条件显然" ’ "$又因’ 为$%超可解

群$由引理1知’L$%幂零&由(")第1&"节引理2$

’ 7,1&$$/=,=$
于 是1&(()*<"’#&令1"(()*<"+#$则1-

1"1&(()*<""#&令%8&为1的包含在1& 中的极

小正规子群$显然&8&-$&下证%8&#"&
事实上$由" 为$%可 解 群$" 有$%补"$L$

%8&为’ 的循环子群$由条件%8&在"内!%拟正

规$而"$L由" 的()*+,子群生成&从而由引理;
知%8&"$L-"$L%8&&因

%8&7 %8&"$L%’#%8&"$L
得"$L*’""%8&#&又显然"$*’""%8&#$故
%8&#"&由1& 之极小性知%8&-1&$即知$&1&&
-$$与! "矛盾&

故"为$%超可解群&
推论/" 设’#"$且’ 为可解群$"!2 为

超可解群&若’ 的 每 个 循 环 子 群 均" 在 内!%拟

正规$则"为超可解群$
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