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摘"要!讨论了对任意可迁"#集$ 具有局部单位元的"#分次环与"#集$ 的,-#$&积"证
明了有关的 "#$%&’(!型定理#将 "#$%&’(!型定理推广到具有!#单位元的"#分次环上#
关键词!,-#$&积$!#单位元$局部单位元#
中图分类号!./0/""" 文献标识码!1""" 文章编号!/23/%0*))%)++0&+*%++/*%+4

"" "567&(8和,5"789:7-(;<$/%)%给 出 了 有

限 群"#分次环!分次代数 #&,-#$&积以及群作

用之间的关系"讨论了一个与有限群"#分次环有

关的一 个 "#$%&’(!型 定 理’随 后 有 许 多 人 对 分

次环与,-#$&积 进 行 了 深 入 讨 论$*%’本 文 在 此

基础上将 "#$%&’(!型定理的有关性质推广到具

有!#单位元的"#分次环上’

/" 准备知识

在本文中""表示任意群"其单位元记为&’环

’是"#分次的"若’(#)$"’)!加群直和#"且满

足’)’*%’)*"&)"*$"=’) 中的元素称为阶

为)的齐次元素"若+$’"用+) 表示+的)#分量"

’的全体齐次元素之集记为*!’#’
设$是"#集"即有映射!"在$ 上的作用#(

",$’$满足条件()!*-#( !)*#-"&)"*$
""-$$"及&-(-"&-$$"其中&是群"的单

位元’若对于 &."/$$"总有)$""使).(
/"则称"#集$是可迁的’由于每个可迁"#集$
同构于"的某个子群0 在"的全体左陪集")0
( *!10"1$2+自然作成的"#集"其中*!10"1$
2+是0在"中的左陪集的全体代表集’易知任意

一个"#集$都是一些可迁"#集之并’为此"我们

只局限于讨论"#集")0( *!10"1$2+"0是"
的任意子群’

定义/3/" 设$为"#集""#分次环’ 上的

模4称作$#分次模"如果4 ( #
-$$
4-!加群直和

#"且满足’)4-%4)-"&)$""-$$’$#分次

模4 到$#分次模5 的同态"称作$#分次同态"
如果"!4-#%5-"&-$$’

"#分次环’ 上的分次模范畴记作!""’ ##)+
!也记作’#)+#’模的基本性质均参见文献$4%’"
#分次环’上所有"#集")0#分次模与它们之间

")0#分次同态作成的范畴记作!")0"’##)+’
定义/3)" 环’称为具有局部单位元"是指

’的每个有限子集都包含于形如6’6的子环"其

中6) (6$’’
定义/3*" 设7为环’ 的一个有限子集"

+$’称为7 的一个!#单位元"是指对 &.$7"
都有.+(+.(+.+(.’环’称为具有!#单位

元"是指’的每个有限子集都有!#单位元’
显然"具有局部单位元的环一定是具有!#单

位元的环’
定义/34" 设"是任意群"’是"#分次环"

")0 ( *!10"1$2+是任意可迁"#集’对于任一

!10 引入符号8!10"以*8!101$2+为自由基作自

由’#模’!")0(#1$2’8!10"其中乘法定义为(

!-8!10#!98!:0#( (
)$"

)!:0(!10

-9)8!:0"其中-"9$’"

9(()$"
9)"而9) $’) 是元素9的)#分量’由

于")0 是可迁的"因而上式右端的求和式是合理
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的!加 群’!""0 关 于 上 述 乘 法 作 成 一 个 结 合

环#称之为"#分次环’与""0的,-#$&积#记为

’!""0!
如果’是具有单位元的"#分次环#当""0

有限时#’!""0 是具有单位元的环$当""0 无

限时#’!""0 是无单位元的环#但它是具有局部

单位元的环%*&!如果’是具有局部单位元的"#分

次环#则’!""0 是具有!#单位元的环’参见引

理)3/(!
如 果’4 ( 4#则左’#模4 称为单式模!本

文中所说的模总是指左单式模!

)" 主要结果

先讨论具有!#单位元分次环上分次模范畴

的性质!类似于局部单位元的讨论#可得到下面两

个引理%2&!
引理)3/"设’是具有!#单位元的"#分次

环#则有)’/(*’’(中每个有限子集都有阶为&的

!#单位$’)(’!""0 是具有!#单位元的环!
引理)3)"设’是具有!#单位元的"#分次

环#则)’/(左’!""0#模; 是单式的充要条件

为 对 于 ; 的 每 个 有 限 子 集 7#存 在 # (

(
!10$2
6&8!10#<为""0 的有限子集#使得#.(.#

&.$7$’)(每个单式’!""0#模的子模也是

单式的!
下面将模同构的性质推广到具有!#单位元

的环上!
定理)3*"若’是具有!#单位元的"#分次

环#则""0# 分 次’# 模 范 畴’""0#’(#)+ 与

’!""0#模 范 畴’!""0#-7K是 同 构 的#即

’""0 #’(#)+*’!""0#-7K!
证明!首先#若; $’!""0#-7K#则; 可

用如下的方法看作一个""0#分次’#模;!#对

&!10 $""0#令

;!
!10 ( (

!=0$""0

’(
8!=0(!10

>$"

’>8!=0(;3 ’/(

易见;!
!10

是;! 的子加群!注意到’!""0 是以

*8!10#1$2+为自由基的自由左’#模#’!""0
(#1$2’8!10#所以’!""0 中的任一元. 的分

解式中的每一 个 加 项 都 在’!""0 中#从 而;!

( (
!10$""0

;!
!10
#易证此和为直和!

再在;! 上定义""0#分次’#模结构)

+?(+8!10?#对 &+$’#?$;!
!10

’)(
则对于 &+#@$’#?$;!

!10
有

+’@?(((
)$"
+’@)?(((

)$"
+’@)8!10?(

"" ((
)$"
+8)!10’@)8!10?(((

)$"

’+8)!10@)8!10(?

"" ((
)$"

’+@)8!10(?( ’+@(8!10?( ’+@(?

而且#对 &+$’)#?$;!
!10
#有

+?(+8!10?(+)8!10?

" (6&8)!10+)8!10?% (
!=0$""0

(
>!=0()!10
>$"#)$"

’>8!=0;

" (;!
)!10

’其中6& 与+#?有关(#即’);!
!10 %;

!
)!10
#对

&!10 $""0!所以;! 是""0#分次’#模!又由

于’’!""0(; (;#有’;! (;!#即;! 是一

个单式的""0 型分次’#模#即

"""""";! $ ’""0#’(#)+
设;,A$’!""0#-7K#及’!""0#模同

态B);+A!由于对任意的?$;#B’?($A#注意

到;,A都是左单式’!""0%模!由引理)3)#有

#( (
!10$2
6&8!10 $’!""0#使得

?( ’(
!10$2
6&8!10(?#B’?(( ’(

!10$2
6&8!10(B’?(!

其中<是""0 的某个有限子集#6& $’& 是一个

!#单位元#从而有

B!);!+A!

B!’+?((B%’(
!10$2
+6&8!10(?&

""" ( (
!10$2
+6&8!10B’?((+(

!10$2
6&8!10B’?(

""" (+B!’?(#&+$’
又对 &?$;!

!10
#有

"B!’?((B’6&8!10?((6&8!10B’?($A!
!10

这里的#(6&8!10 是由?和B!’?(用引理)3)中

的方法 确 定 的#因 此B!);!+A! 是 保 持""0#
分次的’#模同态!所以

’(!)’!""0%-7K+’""0#’(%)+
;+;!

B+B!

是加法共变函子#这里B);+A是’!""0#模同

态#B!);!+A! 是""0#分次的’#模同态!
其次#任一""0 分次’#模A 可用如下的方

法看作一个’!""0#模!定义)’+8!10(C(+C!10#
对 &+8!10 $’!""0#&C$A ’*(
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同理可证)!!A!+;! 是’!""0#模同态#从而

$%!!$""0#’%#)++’!""0#-7K
A+A!

)+)!
是加法共变函子#其中#)!A+; 是""0#分次’#
模同态#)!!A!+;! 是’!""0#模同态&

再注意#对任一’!""0#模;#由$)%定义了

一个""0#分次’#模;!&
由$*%定 义 了 一 个 ’!""0# 模$;!%!#因 为

$+8!10%$?
!%! (+$?!%!10 (+$6&8!10?%

( $+6&8!10%?( $+8!10%?=
其中6&8!10 $’!""0 是与?#+有关的#?! 表示

将?$;看成;! 中元#?! 表示将?$;看成;!

中元#所以$;!%! (;&同理#对于任意’!""0#
模同态B有$B!%! (B&与上述方法相同#对

&A $ $""0#’%#)+有$A!%! (A#对于任意的

""0#分次’#模同态)有$)!%! ()&所以

$%!#$%! 是互逆的同构函子#定理得证&
定理)34"设’是具有!#单位元的"#分次

环#则!’!""0! 0"D *’!""D#其 中 0#D
是" 的子群#且D %0 %"&

证明!首先令""0 ( ’!10#1$2(#0"D (
’$ED#E$F(#则""D ( ’!1$ED#1$2#E$F(
令"!$’!""0%!0"D+’!""D

$+8!1%8$E++8!1$E
再依线性扩张到整个环上去#显然"是加群同构&

定理)30"设’是具有!#单位元的"#分次

环#D#0 是" 的 子 群#且D % 0#将 0 分 次 环

’!""0 看成0#集0"D#分次环#则0"D#分次

’!""0#模 范 畴$0"D#’!""0%#)+与""D#
分 次’#模 范 畴$""D#’ %#)+ 同 构#即$0"D#

’!""0%#)+* $""D#’%#)+3
证明!因为""0是0#分次环#D%0#0)D

是"的子群#所以环’!""0可自然地看成0#集

0"D#分次环&因为’是具有!#单位元的"#分次

环#据引理)3/#’!""0 具有!#单位元&由定理

)3*#0%集0"D#分次’!""0#模范畴$0"D#

’!""0%#)+ 与$’!""0%!0"D#-7K同 构&
由定理)34#’!""0! 0"D*’!""D#所以#
$0"D#’!""0%)+* $""D#’%#-7K&再 由 定

理 )3* 知#’!""D# -7K * $""D#’%#)+#故

$0"D#’!""0%#)+* $""D#’%#)+3得证&
推论)32" 设’是具有!#单位元的"#分次

环#0是"的子群#则0#分次’!""0#模范畴与

"#分次模范畴同构&
证明!在定理)30中#取D ( ’((即可&
定理)33"设’是具有!#单位元的"#分次

环#; 是 一 个 单 式’!""0#模#A 是; 的 一 个

’!""0#子模&若A是;的L#模直和项#则A作

为’!""0#模是; 的’!""0#直和项&
证明!由定理)3*#’!""0#模;可看成一个

""0#分次’#模#所以; 可看成’#模&因为A是

; 的’#直和项#令"!;+A 为’#模投射&由于;
是单式’!""0#模#故对任意有限子集7%;#

由引理)3)存在#((
!10$2
6&8!10#<为""0的有限

子集#使得#G(G#对&G$7#且6&G(G6&(G#对

&G$7&因此可定义映射

%!;+A#%$?%( (
!10$2
6&8!10$6&8!10?%

&#

这里#( (
!10$2
6&8!10 与含?的有限子集

7%’!""0 有关#由于7不同#从而#不唯一#
但易知%$?%是唯一确定的&

现在证明%是; 到A的’!""0%投射#首
先%H;(/?#这是因为若C$A#则+8!10C$A#
对 &+$’#&!10 $""0 成立&因此

$+8!10C%
& (+8!10C#从而

%$C%( (
!10$2

6)&8!10C(6&$(
!10$2

6&8!10%C(6&#C(C#

这里的#( (
!10$2
6&8!10 与C有关&

其次#%是’!""0#模同态#事实上#若

?$;#+8!10 $’!""0#则

$+8!10%%$?%(+8!10*(
!:0$2
6&8!:0$6&8!:0?%

&+

(+8!10$6&8!10?%
&3

这 里 的 # ( (
!:0$2
6&8!:0#与 ?#+8!10#+8!10?#

$+8!10?%
& 有关&另一方面#

%$+8!10?%( (
!:0$2
6&8!:0$6&8!:0+8!10?%

&

( (
!10$2
6&8!:0$(

>$"
>!10(!:0

+>8!10?%
&

( (
!:0$2
6&8!:0 (

>$"
>!10(!:0

+>$6&8!10?%
&

( (
!:0$2

$(
>$"

>!10(!:0

+>%6&8!10$6&8!10?%
&

(+6&8!10$6&8!10?%
&$M(

!:0$2
(
>$"

>!10(!:0

+> (+%

(+8!10$6&8!10?%
&
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故+8!10%!?"(%!+8!10?"#对 &?$;#

&+8!10 $’!"$0%因此A 是; 的’!"$0#直

和项%
推论)3>" 设’是具有!#单位元的"#分次

环#; 是 一 个 单 式’!"$0#模#A 是; 的 一 个

’!"$0#子模#则A是;的’#模直和项的充要条

件是A 作为’!"$0#模是; 的’!"$0#直和

项%
证明!必要性#由定理)33可得%充分性#由定

理)3*可得%
定理)3?" 设’是具有!#单位元的"#分次

环#D&0 是" 的子群#且D %0#; 是一个单式

’!"$0#模#A 是; 的一个’!"$0#子模#若A
作为一个0$D#分次’!"$0#模是; 的一个直

和项#则A作为’!"$0也是;的’!"$0#的直

和项%
证明!由推论)32若0 是" 的子群#则’#)+

*’!"$0#)+%若D也是"的子群#同样有’#)+

*’!"$D#)+#所以’!"$D#)+*’!"$0#)+%
再由定理)3*’!"$0#-7K*!"$0#’"#)+#所

以!"$0#’"#)+* !"$D#’"#)+3又 由 引 理)3
4!0$D#’!"$0"#)+ * !"$D#’"#)+# 所 以

!0$D#’!"$0"#)+ * !"$0#’"#)+’!"$0#
-7K%又由A作为;的一个0$D#分次’!"$0#
子模 的 直 和 项#因 而A 也 是’!"$0#模; 的

’!"$0#的直和项%
推 论)3/+"设’是具有!#单位元的"#分次

环#D&0 是" 的子群#且D %0#; 是一个单式

’!"$0#模#A 是; 的一个’!"$0#子模#若A
作为一个0$D#分次’!"$0#模是; 的一个直

和项 的 充 要 条 件 是A 作 为’!"$0 也 是; 的

’!"$0#的直和项%
证明!由推论)33可得A 作为一个0$D#分

次’!"$0#模是; 的一个直和项的充要条件是

A 作 为’!"$0 也 是; 的’!"$0!0$D!*
’!"$D"#的直和项%再类似定理)3?的 证 明 可

得’!"$D#-7K*’!"$0#-7K%所以A 作为

一个0$D#分次’!"$0#模是; 的一个直和项

的 充 要 条 件 是 A 作 为 ’!"$0 也 是 ; 的

’!"$0#的直和项%
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