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一类向量组的有趣性质及其应用
!
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摘"要!给出了一类向量组"讨论了此类向量组的一些有趣的性质"阐述并举例其在证明线性
空间的有限覆盖问题中的重要应用#
关键词!向量组$线性相关$线性无关
中图分类号!’!&"""文献标识码!(""文章编号!!)*!+,&""%"%%,&%&+%%!*+%"

""在!维向量空间中"有下列一些重要结果%
引理!"在!维向量空间"! 中"任意!-!

个向量组成的向量组必线性相关&
引理""一个向量组的部分组线性相关"则

该向量组必线性相关&
引理&"!维向量空间"! 中的!个向量线性

相关的充要条件是这!个向量所组成的!阶方阵
的行列式的值等于零’!(&
引理$" 范德蒙行列式

"#%$!"$""’"$!&.

!"""!""!""’" !
$!""$"""$&""’"$!
$"!""$""""$"&""’"$"!
#""#""# #
$!+!! "$!+!" "$!+!& "’"$!+!!

等于零的充要条件是$!"$"")"$! 中至少有两个
值是相等的’"(&
引理,"一向量组与其在一组基下的坐标所

组成的向量组具有相同的线性相关性&
引理)" 在向量空间中"若一向量组线性无

关"则向量组中的向量在同时添上一些分量后所
得的新向量组必线性无关#若一向量组线性相关"
则它们同时去掉一些分量后所得的新向量组必仍

线性相关&
引理*"一向量组若线性无关"则其任一非

空部分组必线性无关#若一向量组的某一非空部
分组线性相关"则该向量组必线性相关&
在!维向量空间"! 中"设
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" "则向量组!为含无

穷多个向量的可数向量组"向量组"为含无穷多
个向量的不可数向量组&
则我们有下列结论成立%
定理!"向量组!*"中任意向量个数小于

等于!的向量组必线性无关&
证明"仅需对向量组"中向量个数小于或等

于!的向量组进行证明即可&
任取向量组"中的’个向量!’+!$"再取该’

个向量的前’个分量组成新的向量组"则对由这
含’个分量的’个向量组成的矩阵的行列式"由
引理$知"它一定不等于%"从而由引理&知它们
必线性无关"再由引理)知原任取的’个向量组

"中的向量必线性无关’&(&
由引理!显然有%
定理""向量组!*"中任意向量个数大于!

的向量组必线性相关&
定理&"向量组!*"中任意!个向量必组

成"! 的一组基&
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定理$""! 的任一真子空间至多含向量组

"中的!+!个向量!
证明"若"! 中的一真子空间( 中含有多于

!+!个向量组"中的向量"则( 必含有"中!个
向量"由定理&这!个向量必线性无关且组成(
的一组基"从而( 与"! 含有相同的基"从而(.
"!"此与( 为"! 的真子空间矛盾"故定理得证!
定理,""! 不能被它的有限个真子空间所

覆盖!
证明"设(!"(""#"(’ 为"! 的’个真子空

间"由定理$"它们各至多含向量组"中的!+!
个向量"即(!"(""#"(’至多覆盖向量组"中的
$!+!%H’个向量"即向量组"不能被(!"(""
#"(’这’个真子空间所覆盖"从而"! 不能被它
的有限个真子空间所覆盖!
上述结论对一般数域) 上的!维向量空间

)! 亦成立!

设向量组#&
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定理)"向量组#中任意向量个数小于等于

!的向量组必线性无关!
定理*"向量组#中任意向量个数大于!的

向量组必线性相关!
定理/"向量组#中任意!个向量均组成)!

的一组基!

定理0")! 中的任一真子空间至多含向量
组#中的!+!个向量!
定理!%")! 不能被它的有限个真子空间所

覆盖!
上述结果可推广到一般的维线性空间( 上!
定理!!"设( 为数域) 上的!维线性空间"

则( 不能被它的有限个真子空间所覆盖!
证明"取( 的一组基"设为!!"!""##"!!"

在此组基下"以向量组#中的向量为坐标所对应
的向量组设为向量组$&’"*-*()(

即"* 在基!!"!""##"!! 下的坐标为

!
*
*"

#
*!

$

%

&

’
+!

!

由引理,及定理$),"则( 的任一真子空间
至多含向量组$中的!+!个向量"故( 的有限
个真子空间至多覆盖向量组$中的有限个向量$’
个真子空间至多覆盖$!+!%H’个向量组$中的
向量%!即( 不能被它的有限个真子空间所覆
盖!
此定理的证明与传统的证明方法相比要简单

明了得多"由此亦可看出此类向量组在向量空间
中有着非常重要的应用!
事实上我们由引理*还可以得到此向量集中

任一个或任两个向量组成的向量组也必线性无

关"而任四个及四个以上向量组成的向量组必线
性相关!
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