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摘! 要：根据振动理论，给出了悬臂梁自由振动的周期与材料杨氏模量的关系，并设计了一种

测量材料杨氏模量的实验装置，该装置的测量精度比传统的静态拉伸法高一个数量级。
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! ! 测量弹性系统的振动固有频率一般采用共振

法，本文讨论自由振动法，并以自由振动法为基

础，设计一种测量材料杨氏模量的实验装置。

*! 自由振动法测量杨氏模量的原理

任何弹性系统在作自由振动时，系统振动的

固有频率与系统的内在属性直接相关，这些属性

包括系统结构、系统材料、系统振动模态等，下面

以梁的弯曲自由振动加以说明。

*( *! 弯曲自由振动的运动微分方程［*］

研究均质细长等截面直梁的平面弯曲振动，

由于是细长直梁，则梁的运动可用梁轴线上各点

的位移表示。梁的 !、!、"、# 均为常数，其中 ! 为梁

的长度，! 为梁长度方位的线密度，" 为梁横截面

对弯曲中性轴的惯性矩，# 为梁材料的杨氏模量。

梁的弯曲振动如图 * 所示，利用微分方法，将梁分

为若干个微元，相邻微元之间的相互作用力如图

" 所示，即梁的弯矩 $、剪力 %，而 $、% 是 & 的函

数，即 $ .$（&），% . %（&），它们与梁轴线的弯曲

挠曲线方程 ’ . ’（&）有直接关系：
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将!、"两式代入梁作自由振动时微元沿 ’ 方位

的运动微分方程：

图 *! 梁的弯曲振动
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图 "! 梁微元的受力
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!! "# 弯曲自由振动的固有频率与振型［!］

运用分离变量法，假定四阶偏微分方程!的

解有如下形式：
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将"式代入方程!，得：
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#式左端、右端分别仅依赖于变量 $ 与 #，要使该

式成立，该式的左右端应等于同一常数，设此常数

为 & !"，且令 "" ’ !
) ，则有：
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由方程$的形式可知：! 即是方程$所反映的弯

曲自由振动系统的固有角频率。由微分方程理

论，方程%的通解可表示为：
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式&称为弯曲自由振动系统的振型函数，" 为振

型函数的特征值，" 值决定固有角频率；+!、+"、+-、

+% 为与 " 相对应的系数，各系数间的相对比值决

定振型函数的函数图形状，即振型。由系统的边

界条件，可确定 " 与 &（#）。对均质等截面细长直

悬臂梁，其固定端边界条件可表示为：
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自由端边界条件可表示为：
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由边界条件’、(得：

+! % ( +-
+" % ( + }

%

)

（)*", * ).,",）+! *（,*", * ,/0",）+" % (

（,*", ( ,/0",）+! *（)*", * ).,",）+" % }( *

若将 +!、+" 看着未知量，方程组*有非零解的条件

为：
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用数值解法中的二分法解得式+的一阶特征根

"! , ’ !! 234 !(%，从而得：
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将一阶特征根 "! , 代入式*，可得系数 +" 与 +! 及

+- 与 +% 的一阶比值：
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对振型而言，若取 +! ’ !，则系统的一阶固有振型

函数可取为：
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类似地，可求出悬臂梁自由振动系统的二阶、

三阶固有角频率 !"、!- 与固有振型函数 &"（#）、

&-（#）。悬臂梁自由振动系统的前三阶固有振型

示意图如图 - 所示。

!! -# 杨氏模量与振动周期的关系

讨论图 % 均质等截面细长直悬臂梁在小阻尼

下的衰减自由振动。初始时施加力 /，使自由端

偏离平衡位置 "(，则梁的初始挠曲线为三次抛物

线，撤去 /，梁将作自由振动。初始挠曲线接近一

阶振型曲线，所以自由振动中主要为一阶固有振

型，而一阶固有振型的衰减速度最慢，经过一段时

间的衰减后，自由振动就很接近一阶固有振型，又

因阻尼较小，则认为实际的振动角频率为一阶固

有角频率［-，%］。

若测出衰减自由振动后期的振动周期 0，0

图 -# 梁的前三阶固有振型
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图 %# 振动的初始状态
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即近似为悬臂梁的一阶固有周期 0!，0! ’ !
1!
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，得悬臂梁材料的杨氏模量：
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!" 实验装置的设计

如图 #，将一根均质细长圆截面直钢丝铅垂

放置，上端用夹头紧固于台座上，下端设置一细光

束光电门。钢丝静止时，仔细调节钢丝与光电门，

使钢丝恰好遮住光束。经测试，钢丝振动的阻尼

-$% &，可不考虑阻尼对振动周期的影响。在一个

振动周期内，钢丝会遮断光束 ! 次，光电门产生

的脉冲信号接入 ’(—) 型毫秒计，可将毫秒计设

置为：对两个脉冲信号记录一次计数及时刻，则相

邻计数的时刻之差即为钢丝的振动周期。实测

图 #" 实验部分装置
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中，使钢丝初始时作近似于一阶振型的自由振动，

控制毫秒计，记录振动后期的若干个记数及对应

的时刻，选择其中连续的十个数据计算振动周期。

*" 测量数据及处理结果

*% &" 钢丝实验常数

选择合适的量具对钢丝进行多次测量，取平

均值得钢丝的实验常数：悬臂长度 !：$" &#&+（,）；

线密度 !：$" $$*!$-（# . ,）；直径 #：$" /!&（$）

*" !" 毫秒计记录

在后期的振动中，所选择的连续 &$ 个计数 $
所对应的时刻 %$ 如表 & 所示。

表 &" 毫秒计记录
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*% *" 钢丝振动周期 &
由表 & 中的数据得：
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*% )" 钢丝杨氏模量 *
由!式得：
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)" 结论

以自由振动法为基础，用悬臂梁为振动体的

实验装置所测钢丝的杨氏模量与钢的标准值 !% $
5 &$&&6 . ,! 相差很小，对同一根钢丝测量多次的

结果相互间也很接近。说明该实验装置具有较高

的准确性。该装置的测量原理可靠，仪器设备简

单，从影响测量结果的因素分析，如果将钢丝质

量、振动时间的测量精度提高，可进一步提高实验

装置的测量准确性。
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